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1 ESTATISTICA E BIOESTATISTICA

1.1  Introducao a Estatistica

1.1.1 Porque estudar Estatistica?

O nome, estatistica, é derivado da palavra latina "status". Originalmente essa
palavra significava "informagdes tteis ao Estado" (para fins de taxacdo, conhecimentos dos
recursos do pais, da composicdo da populagdo entre outros). Posteriormente, a palavra
passou a significar dados quantitativos que apresentavam tendéncia de flutuarem de uma
forma mais ou menos imprevisivel, significado esse que permanece até hoje quando se
falam em estatisticas de, por exemplo, acidentes de trabalho, do namero de nascimentos
ou mortes, etc.

Mais recentemente, a palavra passou a significar a ciéncia que diz respeito a coleta,
organizagdo e andlise dos dados quantitativos de tal forma que seja possivel efetuar
julgamentos racionais sobre os mesmos. A estatistica tem também a funcdo de auxiliar do
método cientifico, especialmente no planejamento experimental, na coleta de dados, na
interpretagdo analitica dos experimentos (anélise dos dados experimentais) e na estimagao
dos parametros da populacdo. Em alguma fase de um trabalho nos deparamos com o
problema de analisar e entender um conjunto de dados relevante ao nosso particular
objetivo de estudo. E necessario trabalhar os dados para transforma-los em informagcdes,
para compara-los com outros resultados, ou ainda para julgar a adequacdo de alguma
teoria ou hipdtese. De modo bem geral, podemos dizer que a esséncia da Ciéncia é a
observagdo e que o seu objetivo basico é a inferéncia.

Além disso, o uso de técnicas computacionais pode parecer um problema para o
pesquisador ou estudante cujo treino e interesse nao envolva a matematica, entretanto, a
estatistica é uma realidade na literatura cientifica e especializada. Entdo, julgamos razoavel
que o profissional das areas de biolégicas e agraria adquira um minimo de conhecimento
técnico sobre estatistica. Outro resultado do estudo da estatistica é a familiarizacdo com os
termos técnicos da area, uma vez que a falta de conhecimento de certos termos pode
resultar na total incompreensao de um artigo cientifico, ou de uma exposicdo de ideias e
hipotese de pesquisadores e profissionais que possuem tal conhecimento.

1.1.2 Estatistica e Bioestatistica

Os pesquisadores de disciplinas relacionadas as ciéncias biol6gicas, agrarias e a
saude utilizam uma grande variedade de ferramentas para entende os fendmenos
estudados por eles. Uma das mais importantes é a bioestatistica/estatistica, pois esta
desempenha um papel fundamental na andlise de dados coletados no contesto de testes
quimicos e ensaios biolégicos, bem como em estudos de outras dreas como epidemiologia,
politica sanitaria, satide publica e familiar entre outras. A Bioestatistica € um ramo mais
amplo da area Estatistica. Entdo, para fins didaticos vamos, inicialmente, definir o termo
Estatistica.

A Estatistica ¢ fundamental na andlise de dados provenientes de quaisquer
processos onde exista variabilidade, estando assim, interessada nos métodos e processos
quantitativos que servem para a coleta, organizacdo, resumo, apresentagao e analise desses
dados, bem como na obtencdo de conclusdes validas e na tomada de decisdes a partir de
tais analises. Assim, de maneira geral, a estatistica pode ser dividida em trés areas:
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A Estatistica Descritiva: geralmente utilizada nas etapas inicias dos trabalhos, se
refere & maneira de representar dados em tabelas e gréficos, resumi-los por meio de
algumas medidas sem, contudo, tirar quaisquer informacdes sobre um grupo maior.
Portanto, informacdes e conclusdes a respeito do fendmeno estudado sao tiradas de modo

informal e direto, restritas aquele particular conjunto de valores.

A Probabilidade: é a teoria matemadtica utilizada para se estudar a incerteza
oriunda de fendmenos de carater aleatorio. Seu estudo é fundamental na
bioestatistica/estatistica, tem sua origem ligada aos jogos de azar. Esses jogos implicam
em acdes como girar uma roleta, lancar um dado ou uma moeda, tendo como
caracteristica a incerteza de ocorrer determinado acontecimento (como a face cara de uma
moeda, ou o as de ouro em um set de baralho) em determinada tentativa, e a regularidade
em longo prazo, que permite prever o nimero de vezes que ocorrerd determinado
acontecimento em uma série de tentativas conduzidas de maneira uniforme.

A Inferéncia Estatistica: ao contrario da estatistica descritiva, é o estudo de
técnicas que possibilitem a extrapolacao das informagdes e conclusdes obtidas a partir de
subconjuntos de dados, a um grande ndamero de dados, ou seja, procura estabelecer
conclusdes para toda uma populagdo, quando apenas se observou uma parte desta
(denominada mostra).

De maneira geral a Bioestatistica é a Estatistica aplicada a dados biolégicos e de
ciéncias agrarias, como tal, estd interessada na coleta, organizagao, resumo, apresentagao e
analise de tais dados.

1.2 Conceitos basicos

1.21 Populacdes e amostras

Na terminologia estatistica, o grande conjunto de dados que contém a
caracteristica que temos interesse recebe o nome de Populac¢ao. Esse termo refere-se ndo
semente a uma colecdo de individuos, mas também ao alvo sobre o qual reside o nosso
interesse. Assim, nossa populacdo pode ser tanto todo o conjunto de cervos em uma &rea
de protecdo, todas as arvores de uma determinada espécie na floresta amazonica, todas as
lampadas produzidas em uma fdbrica em um determinado periodo de tempo. Dentro
dessa definicdo de populagdo, poderemos, ainda, fazer uma distin¢gdo entre os tipos de
populagao:

Populagées Comuns: "Uma populagio é um conjunto de pessoas (ou coisas) que
possuem uma caracteristica observivel comum" - este é o conceito mais amplo de populagdo, e
temos como exemplos: populagdo de pessoas que moram na Regido Sudeste do Brasil que
apresentam resultado positivo para hepatite C, a populagao de plantas de uma variedade
de soja plantada na regidao sul do Brasil, a populacdo de bovinos de corte do estado do
Mato Grosso do Sul.

Populagoes Estatisticas: "a populagio estatistica se refere a dados (informagdo), e ndo as
pessoas, individuos ou objetos" nessa abordagem, a populacdo é composta de caracteristicas
das pessoas (ou objetos de estudo). Tomando o exemplo anterior, na populacdo comum de
pessoas que moram na Regido Sudeste do Brasil que apresentam positivo para hepatite C,
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terfamos como populacdes estatisticas um parametro que indicasse se todas as pessoas
necessitaram de transfusdo sanguinea em algum momento de suas vidas, por exemplo. No
caso da populacdo de uma variedade especifica de soja teriamos como populagdo
estatistica, a sua produtividade. Portanto, a populacdo estatistica consiste em
caracteristicas de pessoas ou objetos de estudo, independente de terem sido medidas ou
nao.

Amostra: Na maioria dos casos, ndo conseguimos acessar toda uma populacdo
para estudar as caracteristicas de interesse, isso devido as razdes econdmicas, éticas e
dificuldades de outra natureza. Assim, tomaremos alguns elementos dessa populacdo para
formar um grupo a ser estudado. Este subconjunto da populacdo, em geral com menores
dimensodes, ¢ denominado amostra, ou seja, qualquer subconjunto da populacao.

Dado: esse termo se refere ao registro das medicdes de caracteristicas de interesse.
Assim, as caracteristicas tipo sanguineo e altura de alguns, ou todos, os elementos de uma
populacdo sdo avaliadas e registradas. Os resultados desses processos sdo obtidos na
forma de dados. Assim, em um ensaio experimental ou levantamento, o pesquisador terad
medido, ou observado, as caracteristicas que compde a amostra e as terdo registradas em
forma de dados. Entretanto, 0 mesmo nao sera verdade no caso da populacdo. Tomemos
como exemplo um experimento no qual temos por objetivos realizar um teste clinico para
afericdo da pressao sanguinea dos alunos de uma determinada universidade. Nesse caso,
serd impraticadvel medir a pressdo sanguinea de todos os alunos, mas é bastante razoéavel
fazer medicdes em uma amostra de 50 dessas pressdes sanguineas.

Variavel: Uma caracteristica que pode diferir de uma entidade biolégica para
outra é denominada varidvel. E a caracteristica de estudo do pesquisador. As informacdes
a respeito das variaveis de interesse sdo armazenadas na forma de dados.

1.2.2 Parametros estatisticos

Os conceitos de parametros e estatisticas se relacionam fortemente aos conceitos
de populacao e amostra. Um parametro é definido como qualquer resumo dos elementos
de uma populagao, enquanto o resumo provavel de elementos de uma amostra é chamado
de estatistica (medida, métrica) (ndo confundir com o nome da disciplina Estatistica).
Assim, a pressdo sanguinea média de todos os alunos de uma universidade seria um
parametro enquanto que a pressao sanguinea média dos alunos de uma determina turma
(amostra) dessa universidade seria uma estatistica.

Os valores dos parametros de uma populagdo nao sdo, normalmente, disponiveis
ao pesquisador. Por outro lado, os valores das estatisticas estao prontamente disponiveis.
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Estatistica descritiva ¢ usada
para produzir o valor de x

Estatistica descritiva:

/ * Consisténcia dos dados \ barra a partir de dados -
V4 * Interpretacdes iniciais \ estatistica
Populacio U4 \
4 \~
Amostra

E— #. X = 12,4
\ Estatistica descritiva ¢

usada para produzir o
A populagdo possui o pardmetro média valor de x barra a
u, geralmente  desconhecido do Inferéncia Estatistica partir dos dados

pesquisador. . - : -
* Estimacao de quantidades desconhecidas

* Extrapolacdo dos resultados
* Teste de hipdteses

Observe que os parametros sdo representados por letras gregas, enquanto as
estatisticas sdo representadas pelo alfabeto romano ou por uma forma dele. Por exemplo,
a média de uma populagdo é representada pela letra grega n (pronuncia-se "mi'") enquanto
o mesmo resumo de dados de uma amostra é representada por X (pronuncia-se "xis
barra").

Tabela. Exemplo de pardmetros e estatisticas.

Resumo Parametro Estatistica
Média u X
Variancia o2 s2

Desvio Padrao c

Correlagao p

1.3 Estatistica Descritiva

1.3.1 Introdugao

Em alguma fase de seu trabalho o pesquisador vé-se as voltas com o desafio de
analisar e entender um conjunto de dados relevantes ao seu objeto de estudo. Se forem
informacgdes sobre uma amostra ou populacdo, ele necessitara resumir os dados com a
tinalidade de que estes sejam informativos ou para comparéa-los com outros resultados, ou
ainda para julgar sua adequacdo com alguma teoria. E a anélise inicial que fazemos para
resumir a informacao a respeito do estudo.

1.3.2 Escalas de Medidas e Tipos de Variaveis

A palavra medir significa atribuir nameros, letras, palavras ou outro simbolo a
pessoas ou coisas com o objetivo de transmitir a informacdo sobre as varidveis que sao
medidas: exemplos: atribuimos 220 mL dL-! para indicar o nivel de colesterol de uma
pessoa; 1,80 m para indicar a altura desse mesmo individuo; "F" ou "M" para representar o
género desse individuo. Nesse contexto, as escalas de medidas podem ser concebidas em 4
niveis diferentes, nominal, ordinal, intervalar e razdes.
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Escala Nominal: é a menos sofisticada das quatro escalas. Produz classificagdes
com base em uma avaliagdo qualitativa da caracteristica sem nenhuma informacdo
referente a quantidade ou valor. Ou seja, ndo existem os conceitos de "maior" ou "menor",
portanto, a comparagdo entre os dados deve ser feita com base em "semelhante" ou
"divergente".

Escala Ordinal: Semelhante a Nominal, ela classifica as pessoas ou coisas, porém
tais classificagdes incorporam os atributos "maior que" e "menor que". Esse sistema, apesar
de ordenar, nao permite a indicacdo em termos de quanto mais ou menos. A partir dessas
duas primeiras escalas de medidas, podemos definir o primeiro tipo de variavel:

Variavel Qualitativa: ou seja, é aquela que apresenta como possiveis realizacdes uma
qualidade (ou atributo) do individuo pesquisado, podendo ser:

a) Nominal: é aquela para a qual ndo existe ordenacdo alguma das possiveis
realizagdes. Exemplos: sexo, grupo sanguineo, tipo de doenca, causa da morte,
cor.

b) Ordinal: é aquela para a qual existe certa ordem nos possiveis resultados.
Exemplos: avaliacdo ao nascer de animais, estdgio de uma doenga, aparéncia,
classe social, grau de instrucdo, gestao de dor (nenhuma, leve, moderada, forte).

Continuando a definicdo das escalas de medidas temos:

Escala Intervalar: Nessa escala acrescenta-se o atributo "quanto mais" e "quanto
menos". A temperatura é um exemplo classico. Uma leitura de 70 medida em unidades
iguais a partir de um termometro de Célsius, representa 5 unidades em graus a mais que a
leitura de 65. O mesmo acontece para as leituras de 100 e 95. Essa escala tem como
deficiéncia a falta de um ponto zero verdadeiro. Ou seja, o ponto zero na escala ndo
representa auséncia da caracteristica. Podemos ter uma leitura de 0 °C, e ndo significa que
ndo houve temperatura, pois poderiamos ter uma leitura de -10 °C no dia seguinte. Ou
seja, essa escala ndo permite a formagdo de razdes (quocientes) significativas, ou seja, ndo
podemos afirmar de maneira incontestavel que uma leitura de 40 °C é o dobro daquela de
20 oC. Outros exemplos, Altitude (elevacao acima do nivel do mar), tempo, o potencial
elétrico, as dire¢des em um plano medidas por angulos que tem a direcdo zero arbitraria.

Escalas de proporcionalidade ou razdes: E semelhante a escala intervalar, exceto
por possuir um ponto zero verdadeiro. Considere o peso de um corpo. Ndo necessitamos
estabelecer um ponto zero arbitrario. O peso Zero é quase um ponto de referéncia natural.
Por esta razao, faz sentido dizermos que um animal pesa duas vezes mais que um outro,
ou que seu peso aumentou 2%. O quociente entre dois valores de peso tem significado
verdadeiro, por isso, chamamos esté escala de escala das razdes ou de proporcionalidade.

Dados Continuos e Discretos: Existem caracteristicas cujos dados podem
assumir, qualquer valor em uma escala especificada. Por exemplo, uma pessoa pode pesar
70 kg e outra 71 kg. Mas é possivel encontrarmos pesos entre esses dois, como 70,5 kg.
Assim como é possivel encontrarmos peso entre 70 e 70,5 kg, que seria 70,25 kg. Portanto,
a precisao da medida dependerd da sensibilidade do instrumento utilizado para realiza-la.
Esses dados sdo chamados de continuos. Por outro lado, temos os dados discretos, cujos
valores nao existem em uma série continua.
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A partir das defini¢des de escalas de medidas (intervalar e das razdes) e dos tipos de
dados (continuos e discretos), podemos definir o segundo tipo de varidvel existente na
estatistica:

Varidavel Quantitativa é aquela que apresenta como possiveis realizagdes (valores)
nuameros resultantes de uma contagem ou mensuragao, podendo ser:

a) Discreta: é aquela cujos possiveis valores formam um conjunto finito ou
enumerdvel de nimeros e que resultam, frequentemente, de uma contagem e
ndo de mensuragdes em uma escala continua. Exemplos: namero de filhos,
namero de células, nimero de ovos, nimero de acaros ou insetos em uma
planta.

b) Continua: é aquela cujos possiveis valores formam um intervalo de nameros
reais e que resultam, normalmente, de uma mensuragdo. Exemplos: peso,
altura, produgao de leite, pressdo arterial, teor de nitrogénio no solo ou na
planta.

Em resumo, as variaveis sao classificadas, em estatistica/bioestatistica, como:

/ Nominal
> Ordinal

Qualitativa
Variavel

Quantitativa

/v Discreta
T—

Continua

14 Conceitos fundamentais

1.4.1 Somatorio

Apesar de existir varios tipos de variaveis, é muito comum em Estatistica trabalhar-
se com variaveis quantitativas, que sao simbolizadas por letras maitsculas como X, Y, Z,
etc. As observagdes ou dados, por sua vez, sdo representadas pelas mesmas letras
mindsculas, como x, y, z, etc. Em adicdo, os dados sao identificados por um indice, ou um
contador (geralmente utilizamos as letras i, j, k, I) para indicar tratar da 1* observagao, 2°
observagdo e assim por diante. Portanto, o simbolo x1 representa a 1* observacdo do
conjunto de dados referente a varidvel quantitativa X.

Durante os mais variados procedimentos estatisticos, € muito comum o célculo de
somas de termos, ou somas de termos ao quadrado, calculo de médias, entre outras, entao,
é usual representarmos somas por um operador chamado somatério que é representado

pela letra grega "sigma" maidscula 2. Assim, por exemplo, a soma de 4 elementos:

X+ X, +Xx;+ X,
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E representa em notacdo de somatoério da seguinte forma:

4
2%
i=1

ou seja, corresponde a soma dos termos x; onde o contador i varia de 1 a 4.
O ntamero de elementos é dado por 1, nesse caso, n=4. Portanto, podemos
representar a soma de todos os elementos de uma varidvel como:

n
>
i=1

Em funcédo de sua propria definicdo, o operador somatoério possui algumas regras,
dadas a seguir:

1. Se k é uma constante, e n é nimero de elementos, entao:

Dk=k+k+..+k=nk
i=1

2. Se k é uma constante e x; valores de uma varidvel quantitativa, entao:

Dokx, =k + ko, + kg, = k(g +x, +tx,) =k X,
i=1 i=1

3. O somatodrio de uma soma de varidveis é igual a soma dos somatorios de cada
variavel.

Zn:(xi +Y +Zi): Zn:xi +Zn:yi +izi
i=1 i=1 i=1

i=1

4. Em consequéncias das regras 1, 2, e 3, se a e b sdo constantes, entao:

Zn:(a +bx,.)zzn:a+zn:bxl. =na +bix,.
i=1 i=1 i=1

i=1

Exemplos
a) Expresse as seguintes somas usando a notagdo de somatorio:

15
a Yty Tt s = Zyi
i=1

n

2 2 2 — 2

b. x%+x,2+..+x, —Zx,.
i=1

30
30 j
1 2 3 — !
C. z'tz’+z .tz = E Zyiy
i=l1

12
d. logy, +logy, +...+logy,, = Zlogyl.

i=1
e. (x =D+ =2 +(x; -3 .+ (x) —n")' = Z(xll _ iy
i=1
b) Sabendo que:

ix,:lé, ix,.2=84, ixf=496,
i=1 i=1 i=1

Determine o valor numérico das expressoes:
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a. S(x —25):24:)03—24:25 =496 —n(25)=496-100 = 396

1 i=1 i

Il
—_

Lembrando que:
(a-Db)®=a%-3a’b + 3ab? - b?

24:(3)@. ~15p = 24:(27x§ — 405x7 +2025x, —3375)=

i=1 i=1
24:27)@3 - 24:405xf + izozsx,. - 24:3375 =
i=1 i=1 i=1 i=1

4 4 4
27 x) —405) x} +2025) x, —4(3375) =
i=1 i=1 i=1

(27 % 496) — (405 x 84) + (2025 x16) — (4x 3375) = —1728
1.4.2 Métodos de Numeragao

Antes de iniciarmos os estudos de estatistica, faz-se necessario uma pausa para
relembrarmos como enumerar, ou seja, devemos estudar os procedimentos sistematicos de
contagem ou enumeracao.

Regra da Multiplicacdo (principio multiplicativo - regra do E): Suponha-se que
um procedimento denominado 1 possa ser executado de n; maneiras. Admita-se que um
segundo procedimento, denominado 2, possa ser executado de n; maneiras. Suponhamos,
também, que cada maneira de executar 1 possa ser seguida por qualquer daquelas para
executar 2. Entdo, um procedimento formado por 1 e 2 podera ser executado de:

711 X 12 maneiras.

Exemplo: Muitos programas de melhoramento adotam o uso de escores de
avaliacdo visual para estimar a composicao da carcaca dos animais e a rapidez com que
esses chegardo ao abate, um animal que serd avaliado quanto a sua Conformacao,
Precocidade e Musculatura, podera receber 3 classificacdes para Conformacdo, enquanto
que para Precocidade e Musculatura, esse podera receber 4 classificagOes,
consequentemente existem 3 . 4 . 4 = 48 maneiras que o animal pode ser classificado

Regra da Adicao (principio aditivo - regra do OU): Suponha-se que um
procedimento denominado 1 possa ser executado de n; maneiras. Admita-se que um
segundo procedimento, denominado 2, possa ser executado de n; maneiras. Além disso,
suponha-se que nao seja possivel que ambos os procedimentos 1 e 2 sejam realizados em
conjunto. Entdo, o nimero de maneiras pelas quais podemos realizar 1 ou 2 sera:

n1 + n2 maneiras.
Exemplo: suponha-se que estejamos planejando uma visita técnica ao um produtor

e devemos escolher entre o transporte por 6nibus, ou por trem. S6 existem 3 rodovias e
duas ferrovias, entdo existem 3 + 2 = 5 caminhos disponiveis para a viagem.
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Permutag6es: Suponha-se que nés temos n objetos diferentes. De quantas maneiras
nPn poderemos dispor (permutar) esses objetos? Por exemplo, se tivermos os objetos a, b,
¢, poderemos permuta-los como:

abe, ach, bac, bea, cab, cba
Ou seja, de 6 maneiras diferentes. Considera-se, em geral, o seguinte esquema: Permutar

os n objetos equivale a coloca-los dentro de uma caixa com n compartimentos, em alguma
ordenacdo. Dentro das caixas, apresentam-se as opcdes para disposicdo de objetos.

n n-1 3 2 1

1 2 n-2 n-1 n

O primeiro compartimento pode ser ocupado por qualquer uma das n maneiras, o
segundo compartimento por qualquer uma das (n - 1) maneiras, .., e o dltimo
compartimento apenas por 1 maneira. Portanto, aplicando-se a regra da multiplicagao,
verificamos que a caixa podera ser carregada de n(n-1).(n-2) ... 1 maneiras. Esse nimero
aparece tdo frequentemente em Matemadtica que se adotam um nome e um simbolo para
ele.

Definicdo. Sendo n um ndmero inteiro positivo, definimos como n!/ = (n)(n-1)(n-2) ... 1 e o
denominamos fatorial de n. Também definimos 0! = 1.
Assim, o nimero de permutacdo de n objetos diferentes é dado por:

nPn=nl!

Arranjos: Considerando-se novamente o n objetos diferentes. Agora desejamos
escolher r desses objetos, 0 < r < n e permutar os r objetos escolhidos (ou seja,
considerando a sua ordem). Denotaremos o numero de maneiras de se fazer isso
(arranjos) por nPr. Recorremos novamente ao esquema anterior, de encher uma caixa com
n compartimentos. Desta vez, simplesmente paramos depois que o compartimento r tenha
sido ocupado.

n n-1 n-(r-1) n-r 3 4 1

1 2 r r+1 n-2 n-1 n

Assim, o primeiro compartimento pode ser ocupado por n maneiras, o segundo por
(n - 1) maneiras... e 0 de ordem r de n - (r - 1) maneiras. Portanto, o procedimento podera
ser executado aplicando-se a regra da multiplicacdo:

nn-1)(n-2) ... (n-r+1)
Observe que as maneiras de preenchimento da caixa apds a posicao r, ndo nos interessam,

entdo, temos que descontar do total de maneiras de ser permitas n objetos, n - r maneiras
de permita-los.
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nPn =n!

A
~ N
n n-1 n-(r-1) n-r 3 4 1
1 2 r r+1 n-2 n-1 n
— g
~ ~— N —
Permutacdes que estamos interessados Permutagdes que ndo interessam
nPr (deve-se descontar essa parte)

(n-r)!

Assim, podemos escrever o Arranjo por meio da notacdo fatorial definida anteriormente,
ou seja:

nPr= _n
(n—r)!

Combinacoes: Considerando, novamente, n objetos diferentes. Agora trataremos da
contagem do ntimero de maneiras de escolher r dentre esses n objetos sem considerar a
sua ordem. Por exemplo, temos os objetos a, b, ¢, d, para r =2; desejamos contar ab, ac, ad,
be, bd, cd; por outras palavras, ndo contaremos ab e ba, pois 0s mesmo objetos sdo incluidos
e somente a ordem é diversa.

Para obtermos o resultado geral, recordaremos a férmula deduzida acima: o
niamero de maneira de escolher r objetos dentre n e permutar os r objetos é n!/(n-r)!.
Assim, para definirmos a combina¢do desse r objetos, sem considerar a ordem, vamos
defini-la como nCr. Observe que uma vez que r objetos tenham sido escolhidos, existirao r!
maneiras de permuta-los. Consequentemente, aplicando-se a regra da multiplicacao,
temos que:

n!
nCr =———
rl(n—r)!

Este nimero surge em muitas passagens na Matemadtica e, por isso, um simbolo
especial é empregado para ele. Escrevemos:

= ﬁ sendo definido para n inteiro e positivo e r inteiro tal que 0 <r<n.
r) ri(n—r)!

Exemplos:

a) Dentre 8 pessoas, quantas comissdes de 3 membros podem ser escolhidas? Desde
que duas comissdes sejam a mesma comissdo se forem construidas pelas mesmas pessoas
(a ordem ndo importa) teremos:

8 8 8.7.6.5! 876 876 87 o f
G = . |= = = = =— =56 comissOes possiveis
3) 31@®=-3)! 35 321 6 1

b) Com bandeiras diferentes, quantos sinais feitos com 3 bandeiras se podem obter?
Apesar desse problema parecer-se muito com o anterior, a ordem de escolhas das
bandeiras acarreta diferenca e, por isso, temos:
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8!
o Py =
(8-3)!

=336 sinais

¢) Um grupo de 8 pessoas é formado de 5 homens e 3 mulheres. Quantas comissdes
de trés pessoas podem ser constituidas, incluindo exatamente dois homens? Aqui
devemos primeiramente escolhe 2 homens entre 5 e uma mulher entre 3. Aplicando-se a
regra da multiplicagao.

5)(3 5! 3! 543132 543 52 . .
] = ) = ) =—"-.=-=""13=30 comissOes diferentes.
2M1) 2= 13- 2312 2171 1

1.5 Distribuicao de frequéncias de uma variavel

Quando se estuda uma variavel, deve-se conhecer a distribuicdo de frequéncia
dessa variavel por meio das possiveis realizacdes (dados) da mesma. Ver-se-a aqui uma
maneira de disposicdo de um conjunto de valores, de modo a termos uma ideia global
sobre estes valores, ou seja, de sua distribuicao.

Distribuicdo de Frequéncia

75

61

60

52

47

25
23

Frequéncia - contagem de observagbes para
cada classe de valores do eixo x
20 40
|

T T T T T T
10 20 30 40 50 60

Classes de valores assumidos pela variavel

EXEMPLO: Um pesquisador estd interessado em fazer um levantamento sobre alguns
aspectos zootécnicos dos animais da Fazenda Z, ele elaborou a Tabela 1. De um modo
geral, para cada elemento investigado, tem-se associado um resultado, correspondendo a
realizacdo de uma varidvel. Para a variavel sexo, por exemplo, cada animal estd associado
a realizacdo "macho" ou "fémea". Observa-se que o pesquisador colheu informagdes sobre
seis variaveis: Pai, Sexo, Peso ao Nascer (PN), Peso aos 12 Meses de Idade (P12), Escores
(Nota) de conformacgao (C), precocidade (P) e musculatura (M) aos 12 meses de idade (os
escores foram obtidos utilizando-se uma escala de um a dez, sendo que as notas mais altas
indicam a presenca mais marcante da caracteristica) e Avalia¢do ao nascer (R para PN <24
kg; M para 25 < PN < 29 kg; E para PN > 30 kg).

Departamento de Ciéncias Exatas 11



A Tabela 2 é uma Tabela de Frequéncia para a varidvel quantitativa discreta
Nota. As classes sdo representadas pelos diferentes valores que a variavel assume (5, 7 e
10). No caso de uma varidvel qualitativa, o procedimento é o mesmo.

A Frequéncia Absoluta (1) é definida como o ntmero de realizagdes no conjunto
de dados pertencentes a classe em questdao, no nosso exemplo, ocorreram 8 realiza¢des da
Nota 5; 32 realizacdes da Nota 7 e, 10 realizacdes da Nota 10. A Frequéncia Relativa ou
proporcao (f)) é definida como a proporcao de cada realizagdo em relacdo ao Total de
observacoes.

n, L ~
f, =—+, onde n é o namero total de observacdes (50 no nosso exemplo).
n

Tabela 1. Informacdes sobre o ntimero (N°), pai, sexo, peso ao nascer (PN), peso aos 12
meses (P12), Nota (escore) aos 12 meses de idade e Avaliacdo ao nascer de 50 animais da
Fazenda Z (dados hipotéticos).

N° Pai Sexo PN (kg) P12 (kg) Nota Avaliagdo
1 A macho 22 212 5 R
2 A fémea 24 226 5 R
3 A fémea 24 196 5 R
4 A macho 29 219 7 M
5 A macho 27 211 7 M
6 A macho 26 210 7 M
7 B fémea 20 190 5 R
8 C macho 32 262 10 E
9 C fémea 27 218 7 M
10 A macho 28 218 7 M
11 C fémea 28 202 7 M
12 C fémea 33 198 10 E
13 A fémea 23 138 5 R
14 C fémea 29 194 7 M
15 A fémea 21 184 5 R
16 C fémea 28 190 7 M
17 C fémea 34 215 10 E
18 C macho 28 228 7 M
19 C macho 28 250 7 M
20 A macho 24 255 7 R
21 C fémea 31 247 10 E
22 A fémea 26 215 7 M
23 C fémea 30 244 10 E
24 B fémea 25 162 7 M
25 B fémea 27 170 7 M
26 B fémea 26 198 7 M
27 B macho 30 177 10 E
28 B fémea 27 188 7 M
29 B fémea 27 136 7 M
30 C fémea 35 195 10 E
31 B macho 29 246 7 M
32 C fémea 24 164 5 R
33 B macho 25 192 7 M
34 A fémea 25 192 7 M
35 C fémea 25 175 7 M
36 C macho 30 230 10 E
37 C fémea 27 174 7 M
38 C fémea 25 150 7 M
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39 C macho 27 185 7 M
40 B macho 24 200 7 R
41 C macho 29 183 7 M
42 C fémea 20 150 5 R
43 B fémea 26 133 7 M
44 C fémea 25 141 7 M
45 C fémea 28 162 7 M
46 C macho 34 210 10 E
47 C macho 28 201 7 M
48 B fémea 28 172 7 M
49 B macho 35 196 10 E
50 B macho 27 184 7 M

Tabela 2. Distribuicao de frequéncias dos animais da Fazenda Z, segundo a Nota (escore)
de C, P ou M aos 12 meses de idade.

Nota Frequéncia absoluta Frequéncia relativa Porcentagem
(x) () (fi=nin) (100  fi
5 8 0,16 16

7 32 0,64 64

10 10 0,20 20
Total(n) 50 1,00 100

A Tabela 3 é a tabela de frequéncia para uma varidvel quantitativa continua P12
e, nesse caso, as classes sdo intervalos reais (k). Inicialmente, devemos fixar o namero de
intervalos, a regra geral em diz que: uma boa representagdo apresenta um ndmero de
intervalos nunca inferiores a 5 ou superiores a 15, pois com um pequeno nimero de
classes, perde-se informagdo, e com um grande nimero de classes, o objetivo de resumir
os dados fica prejudicado. Para exemplificar, vamos fixar o nimero de intervalos em 5 (k =
5). Tais intervalos sdo subintervalos da Amplitude Total (A) dos dados, ou seja, diferenca
entre a maior e a menor observacdo, correspondendo o intervalo de valores numéricos que
contém todos os dados observados.
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Tabela 3. Distribuigdo de frequéncias dos animais da Fazenda Z, por classe de P12 (pesos
aos 12 meses - kg).

Classes de ni pmc; fi % d; N; Fi(Ni/n) 100xF;
Pesos (k)

133 |---- 159 6 146 0,12 12 0,0046 6 0,12 12

159 |----185 11 172 022 22 0,008 17 0,34 34

185 |----211 17 198 034 34 0,0131 34 0,68 68

211 |----237 10 224 020 20 0,0077 44 0,88 88

237 |----263 6 250 012 12 0,0046 50 1,00 100

Total (n) 50 - 1,00 100 - - - -

Fonte : Tabela 1, N; = frequéncia acumulada até a i-ésima classe; Fi = frequéncia
acumulada relativa; 100 x F; = porcentagem acumulada.

Amplitude Total (A): Para a variavel Peso aos 12 meses (P12), temos:
A = Maximo — Minimo

A=262-133

A=129

A Amplitude de classe (subintervalo, denominado A;) é determinado dividindo-se
a Amplitude Total em um ntmero conveniente de subintervalos que tenham a mesma
amplitude. Isto é feito dividindo-se a amplitude total pelo nimero de classes desejavel
(k=5 no nosso exemplo). Pode-se arredondar esse quociente para um ndmero exato de
subintervalos, acrescentando-se ao conjunto de dados, valores com frequéncia nula.
Amplitude de classe: A; = amplitude do intervalo da classe i;

52
k

a=1222ss
5

A =26

OBS: Uma forma de determinacdo de um numero razoavel, k de classes consiste em
aplicar a férmula de Sturges, que sugere o calculo de k mediante a expressao:

k=1+log,n

ou seja:

k:]+logn
log 2

Por exemplo, para n = 50:
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k=1+log,50

k:1+log50
log 2

k=1+ 3,91
0,69

k=1+57=7

Em caso de uma quantidade muito grande de dados quantitativos discretos, ou
seja, de valores que a varidvel assume, é conveniente construir a tabela de frequéncias do
mesmo modo que é feito para uma variavel continua, isto é, considerando classes como
subintervalos.

Como visto, a amplitude do intervalo de classe (Ai) na Tabela 3 foi determinada
dividindo-se a amplitude total (A) pelo nimero de classes desejavel (k = 5). Observe que o
limite superior da tltima classe foi o valor 263, com frequéncia nula no nosso conjunto de
dados, ou seja, o valor 263 ndo foi observado. Tal procedimento garante que o valor
maximo do conjunto de dados seja incluido na dltima classe. Portanto, o simbolo adotado
( |----), significa que o extremo inferior da classe esta incluido nela e o extremo superior
excluido. Assim, o valor 159, por exemplo, estd incluido na segunda classe. Pode-se usar
também nas classes a notacdo [ ; ), cujo significado é o mesmo do anterior, ou seja,
fechado a esquerda e aberto a direita.

Procedendo-se como na Tabela 3, ao resumir os dados referentes a uma variavel
quantitativa continua, perde-se alguma informagdo. Por exemplo, ndo se tem informagao
de como se distribuem os 6 pesos na primeira classe, a nao ser que se investigue os dados
originais (Tabela 1). Sem perda de muita precisdo, pode-se supor que todos os pesos de
uma determinada classe sejam iguais ao ponto médio dessa classe (pmc;), isto €, no caso da
primeira, 146 kg.

Ponto médio da classe i (pmc;): é definido como o valor médio entre os limites superiores e
inferiores de uma determinada classe (i).

LI +LS.
pmc; _(HIALS) S’),
2
Assim, para as classes da Tabela 3, temos:
pme, = (]33;]59) 146
pme, =2 H183) 47,
2
(237+263)

pmc; =250

Densidade de frequéncia ou simplesmente densidade (d;): definida como o quociente
entre a drea pela amplitude de classe, utilizada na construcdo do gréfico histograma, que
faz com que esse nao fique distorcido quando se utiliza amplitude de classes diferentes.
Para que a area do retangulo de uma respectiva classe no histograma se proporcional a f;, a
sua altura deve ser proporcional a fi /A, que é denominada densidade de frequéncia da i-
ésima classe.
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1.6  Representacgido grifica da distribuicio de frequéncias

Grafico é uma apresentacdo de dados estatisticos na forma visual. Sua importancia
é consagrada em todas as ciéncias, pois é a maneira mais simples de resumir e apresentar a
informacao. Os principais tipos de graficos usados na representacdo estatistica sdo:

a. Grafico em barras: é um tipo de grafico que se obtém locando os valores no eixo
horizontal e tracando-se em cada um deles um segmento vertical de altura
proporcional a respectiva frequéncia (relativa ou absoluta). Esse tipo de gréfico se
adapta melhor as varidveis quantitativas discretas ou qualitativas ordinais.

o

30
I

25
I
0.4 05 0.6
1

n;
15
Il

fi

0.3
1

10

0.1

0.0

T T T
5 7 10 5 7 10

Nota Nota
Gréfico 1. Duas representacdes de graficos de barras dos dados da Tabela 2.

b. Histograma: é um conjunto de retdngulos, com bases sobre um eixo horizontal,
divididos de acordo com os tamanhos das classes (Ai), com centros nos pontos
médios das classes (pmci) e &reas proporcionais as frequéncias (fi ou n;). Em certos
casos, € interessante que a area total da figura seja igual a 1, correspondendo a
soma total das proporcdes (fi). Entdo, para construcdo do histograma, sugere-se
usar no eixo das ordenadas os valores de fi /A (densidade de frequéncia), ou seja,

da medida que indica qual a concentracdao por unidade da variavel.
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Grafico 2. Histograma da varidvel peso aos 12 meses (Tabela 3), utilizando a frequéncia
absoluta ou relativa.
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Grafico 3. Histograma da varidvel peso aos 12 meses (Tabela 3), utilizando a densidade

de proporgao.

c. Poligono de frequéncias: é um gréfico que se obtém unindo por uma poligonal os
pontos correspondentes as frequéncias, das diversas classes, centradas nos
respectivos pontos médios. Para se obter as interse¢des do poligono com o eixo
horizontal, cria-se em cada extremo do histograma uma classe com frequéncia nula.
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Gréfico 4. Poligono de frequéncia para os dados da Tabela 3. Note que ao construir o
poligono de frequéncia foram acrescentados os segmentos PQ e RS, que vao ter ao ponto
médio imediatamente inferior e superior e cujas frequéncias sdo nulas. Nesse caso, a soma

das areas dos retangulos do histograma é igual area total limitada pelo poligono de
frequéncia e o eixo horizontal.

. i énci is (ou ogiva percentual): é um
d. Poligono de frequéncias acumuladas percentuais a tual
grafico poligonal ascendente que representa a frequéncia acumulada abaixo de
qualquer limite superior de classe. No eixo horizontal colocam-se as extremidades
e classe, e no eixo vertical, as frequéncias acumuladas percentuais.
decl tical, as f lad t

100%

%

T T T
150 200 250

Classes de pesos ao nascer (kg)

Grafico 5. Poligono de frequéncia acumulada percentual (ou ogiva percentual) dos
dados da Tabela 3.
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e. Grafico em linha: é um dos mais importantes graficos; representa observagdes
feitas ao longo do tempo, em intervalos iguais ou nado, traduzindo o
comportamento de um fendmeno em certo intervalo de tempo. E bastante utilizado
para mostrar tendéncia.

f. Grafico em setores: aplicivel quando as categorias (classes) basicas sdo
quantificaveis. Toma-se um circulo (360 graus), que se divide em setores com areas
proporcionais as frequéncias das diversas categorias. Esse tipo de gréfico se adapta
muito bem as varidveis qualitativas nominais.

Exemplo. Considerando seguintes participacdes no mercado da venda de sémen das ragas
leiteiras nacionais:

Holandés 50% (180 graus)
Gir leiteiro 29% (104 graus)
Jersey 10% (36 graus)
Suica 7% (25 graus)
Outras 4% (15 graus)

Observe-se que 180 graus representam precisamente 50% de 360 graus, e assim por diante.
Solucao:

Holandés
50%

outras
4%

Suica

7%

Jersey
10%

G ir leiteiro
29%

Gréfico 6. Gréfico em setores do exemplo.

Intervalos de classes desiguais

Como mencionado anteriormente, quando os comprimentos A; das classes sdo
diferentes, deve-se usar para a constru¢do do histograma fi/A; no eixo vertical, cujos
valores sdao muito mais informativos para compreender a distribuicdo, do que as
frequéncias simplesmente. E o caso do exemplo a seguir (Tabela 4). Uma outra vantagem
diz respeito a relacdo entre histograma e grafico da fun¢do densidade de probabilidade,
que sera visto mais adiante.
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Tabela 4. Distribuicdo de frequéncias dos animais da Fazenda Z, por classe de pesos ao
nascer (kg).

Classes de pesos nj fi Ai fi/Ai
20 |---23 4 0,08 3 0,0267
23 |---26 12 0,24 3 0,0800
26 |- 29 20 0,40 3 0,1333
29 |---31 7 0,14 2 0,0700
31 |---37 7 0,14 6 0,0233
Total 50 1,00 - -

Fonte : Tabela 1

fi /Ai = densidade de frequéncia da classe i

0.14
|

0.12
|

0.10
|

£/ A

di:
0.06
L

0.04
|

0.02
|

0.00
L

T T T T T T T T T 1
20 22 24 26 28 30 32 34 36 38

Classes de pesos ao nascer (kg)

Grafico 7. Histograma da varidvel peso ao nascer (Tabela 4).

Histograma para variavel discreta. Do mesmo modo que usamos um artificio para
representar a variavel continua como discreta, podemos usar um artificio para construir
um histograma para varidveis discretas. O Grafico 6 é um exemplo de como fica o
histograma da variavel nota de C, P ou M aos 12 meses de idade, segundo dados da
Tabela 2.
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Gréfico 8. Histograma ajustado para a variavel nota de C, P ou M (Tabela 2).

Note que ao construir o histograma, os centros dos retangulos foram determinados pelos

valores das notas, tal que a largura de cada retangulo seja igual a um (1).
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2 MEDIDAS  ESTATISTICAS ASSOCIADAS A  VARIAVEIS
QUANTITATIVAS

O resumo dos dados por meio de tabelas de frequéncias e graficos de dispersao
fornecem muito mais informacdo sobre o comportamento dos dados de uma variavel do
que a propria tabela original de dados. Entretanto, é necessario resumir ainda mais estes
dados, apresentando alguns valores representativos da série inteira. Assim, o objetivo
deve ser a caracterizacdo do conjunto de dados por meio de medidas que resumam a
informagao, representando a tendéncia central, ou a maneira pela qual estes dados estdo
dispersos.

21  Medidas de posic¢ao ou de tendéncia central

Mostram o valor representativo em torno do qual os dados se distribuem. Sao
utilizadas para sintetizar, em um Ginico namero, o conjunto de dados observados. Talvez a
medida mais conhecida desse tipo seja 0 que normalmente é conhecido como "média" ou,

mais precisamente média aritmética de um conjunto de dados. A média é considera a
medida de posi¢do mais importante. Podemos ter 4 tipos de médias:

Média Aritmética
Média Ponderada
Média Geométrica
Média Harmonica

21.1 Média Aritmética (¥)

E a mais utilizada das medidas de posicdo. A média aritmética (ou simplesmente média)
de um conjunto de n observagdes, x1, X2, ... , Xn, da variavel X, é o quociente da divisao da
soma dos valores das observagdes dessa varidvel por n. A média para uma amostra pode

ser representada por X (xis barra) ou h (m chapéu, onde """ denota estimativa). Pode-se
escrever:

_ X, +x,+A +x - )
x=-"1— L= = i=12,A ,n
n n

OBS: Cada medida no conjunto de observacdes é referida como um valor x;, tal que o
primeiro valor é referido como x1, 0 segundo como xz, e assim por diante. O subscrito i,
que pode ser qualquer namero inteiro entre 1 e o total de valores 1, corresponde, entao, a
posicdo de cada valor no conjunto de observagoes.

Para a populacao a média é definida como:

n
Z X
_ =l

i=1,2A N
N

7]

Sabemos que n; representa a frequéncia absoluta de uma observagao x;, comi=1, 2, ..., k,
entao.
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k
nx.
71

oM +n,x, +A +n.x, _ o
n n

k

n. o . N )

em que n = Zn[ ;ese f,=— representa a frequéncia relativa da observacao x;, i=1, 2, ..., k,

= n
i=1

entdo (1) também pode ser escrita como:

k
X = Zfixi
i=1

Exemplo 1. Considerando as notas de C, P ou M aos 12 meses de idade dos 50 animais,
apresentadas na Tabela 1,

o S+5+---+7 _ 728
50

Usando agora a tabela de distribuicdo de frequéncia da varidvel Nota (Tabela 2 - Aula 1),
isto é:

Xi 5 7 10
1i 8 32 10
fi 0,16 0,64 0,20

i=1

n 50
k
X=) fx,=016x5+0,64x7+0,20x10=7,28
i=1

k
Z”"x"_(8><5+32x7+10><10)

X =7,28 ou

(®) (32) (1

5 6 7 Y8 9 10
X =17,28

Figura 1. Média como ponto de equilibrio, ou centro, da configuracao.

2.1.2 Meédia ponderada (%,)

Em algumas situagdes, a média aritmética ndo é recomendada, uma vez que as
observacOes tém graus de importdncia diferentes. Usa-se entdo a média ponderada.
Chama-se média ponderada entre n observagdes, x1, X2, ..., Xn, 0 NUMeEro:

i AX,
_ =l
>4
i=1

Xp
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onde A; é o0 peso associado a i-ésima observacdo (isto €, ele mede a importancia relativa da
i-ésima observagao em relagao as demais).

A média aritmética pode ser interpretada como uma média ponderada em que os pesos

sdo todos iguais.

Exemplo 1. Calcular a média final (ponderada) na disciplina de Bioestatistica,

considerando que:

Peso (L) Nota (xi)
12 Prova 4 6,0
2a Prova 5 5,0
Trabalho 1 8,0

A média final é:

Z}\‘i‘xi
_ (4x6,0)+(5%5,0)+(1x8,0)

)_C _ =l

P 4+5+1 =37
27\41« +J+

2.1.3 Meédia Geométrica ()_cg)

Em casos raros, utiliza-se a média geométrica, que consiste em determinar a raiz n-ésima
do produto dos n dados considerados.

n
xg 4 Hxi
i=1

Exemplo: Uma represa foi infestada por uma vegetacdo daninha aquatica a qual cobriu 12
km? da represa, com um aumento anual foi de 50%. Os dados de area da represa coberta
por essa vegetacdo estdo expressos na tabela abaixo.

Ano 1 2 3 4 5 6 7 8 9

‘(Alfri‘;‘) 12 18 27 405 60,75 91,125 136,6875 20503125 307,546875

Assim, temos um problema de porcentagem, ou seja, a cada ano a drea coberta pela
vegetacdo daninha aumenta em 50% do seu tamanho (18=12x1,5; 27=18%1,5 e assim
sucessivamente). Nesse caso a média aritmética perde seu significado biolégico.
Observando o conjunto de dados, podemos entender que o valor de 60,75 km? (quinto
periodo de ano) é a prépria média para esse conjunto de dados. Assim, compare os valores
de média aritmética e média geométrica para esse conjunto de dados:

n

2% _ 898,641

i=1

X = =99,849 12
n
O valor encontrado é bastante diferente de 60,75 km?2, entretanto, se utilizarmos a média

geomeétrica:

Departamento de Ciéncias Exatas 24



x, =%/1,12698x 10" =60,75 1,y

OBS: Aplicando as propriedades dos logaritmos, também podemos escrever a média
geométrica como:

i In(x;)
i=1

— n
xg—e

Esta formula é computacionalmente mais interessante, de facil programacdo que a
anterior, uma vez que ndo precisamos multiplicar os dados, ao invés disso, trabalhamos
com a média aritmética do logaritmo natural das observacdes.

214 Média harménica (%)

A média harmonica é definida como o inverso da média dos inversos, ou seja:
1

(il/xlj/n
i=1

X =

Considere o seguinte exemplo. Um elefante possui um territério o qual é um quadrado de
lado igual a 2 km. Em cada manhd, o elefante anda sobre os limites de seu territério
(perimetro do quadrado). No inicio do dia ele anda o primeiro lado de seu territério na
velocidade de 1 km h-l. Ao percorrer o segundo lado, ele aumenta a sua velocidade para 2
km hl. No terceiro lado o elefante acelera para incriveis 4 km h', entretanto, tal esforco
desgasta o animal e ele se vé forcado a percorrer o quarto e altimo lado de seu territério
com a velocidade lenta de 1 km h-l. Pergunta-se, qual a velocidade média do elefante ao
longo de todo o percurso?

Mais uma vez, a média aritmética ndo tem sentido nesse exemplo, pois, poderiamos
pensar que a sua velocidade média foi:

n

2% 1424441 8

= _ =l
X = =—=2kmh?
n 4 4 "
Entretanto, devemos lembrar que a velocidade média é dada por:
As
Vm=—
At

Assim, para calcular a velocidade média do elefante precisamos da distancia total
percorrida pelo elefante (4 x 2 = 8 km) dividida pelo tempo total gasto pelo animal. Assim,
os tempos totais podem ser calculados como:

e

Vm
Ladol: At=2/1=2h
Lado2: At=2/2=1h
Lado3: At =2/4=05h
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Lado4: At=2/1=2h

Assim,
m= 8 = 1,454 kxm h!
241+05+1 ™
Utilizando a média harmonica teriamos:
%= ! ! = 1454

D 1/x, |/n (]+1+1+1j/4
e 1 2 4 1
OBS: Para a aplicacdo da média harmonica, todos os dados devem ser diferentes de Zero.

2.1.5 Mediana (Md)

E a realizacdo que ocupa a posigdo central de uma série (1) de observacdes, quando estio
ordenadas em ordem crescente (Rol), nem sempre pertence ao conjunto de dados. Se n é
impar, esse valor é tnico. Se n é par, Md é a média dos dois valores centrais.

Exemplo. Sex;=3,4,7,8,8 = Md=7

Acrescentando-se o valor 9 ao conjunto de valores, x;=3,4,7,8,8,9

7+8
Md=——=7,5
2
Assim, uma vez que o conjunto de dados esta ordenado, temos a mediana como:
X(n”j, seneiwmpar,
2
Md=yx & +x
— —+1
B G
———————, Sene par.
L 2

Quando uma medida de posicao for pouco afetada por mudancas de uma pequena porgao
de suas observacdes (dados), é dito que ela é resistente. A mediana é uma medida
resistente, enquanto que a média nao o é.

Como ilustracao, tomemos as observagdes (dados): xi =5, 7, 8,10, 12, onde

x=84eMd=80
Substituindo, agora, o valor 12 por 120 os dados ficardo x; =5, 7, 8, 10, 120 e obteremos:
x=30e Md=38,0

ou seja, a mediana ndo se altera enquanto a média aumentou mais de trés vezes. Portanto,
a mediana nao é afetada por observacdes muito grandes ou muito pequenas, enquanto que
a presenca de tais extremos tem um significante efeito sobre a média. Mais adiantem
estudaremos que distribuigdes extremamente assimétricas, a mediana €, provavelmente,
uma medida de centro mais adequada do que a média. Caso contrario, a média é preferida
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e mais amplamente usada, isto porque a mediana carece de algumas vantagens tedricas
relacionadas a inferéncia estatistica.

2.1.6 Moda (Mo)

E definida como a realizacdo mais frequente do conjunto de valores observados.
Exemplo 5. Considerando a varidvel nota ao nascer resumida na Tabela 2,

Mo=7

Em alguns casos, a distribuicio de valores pode ser amodal (ndo apresenta moda)
unimodal (apresenta apenas um valor de moda), bimodal, trimodal, etc.

No caso de dados agrupados, definimos a moda como o ponto médio da classe de maior
frequéncia (classe modal), desde que todas as classes tenham a mesma amplitude.

Exemplo. Mo =198 kg para os dados da Tabela 3 do capitulo anterior.

OBS: Observe que para calcular a moda de uma varidvel, precisamos apenas da
distribuicdo de frequéncia (contagem). J& para a mediana necessitamos minimamente
ordenar as realizacdes da varidvel. Finalmente, a média s6 pode ser calculada para
variaveis quantitativas. Portanto, essas condi¢des limitam bastante o calculo de medidas-
resumo para as varidveis qualitativas. Para as varidveis nominais somente podemos
trabalhar com a moda. Para as varidveis ordinais, além da moda, podemos usar a
mediana.

2.1.7 Quantis

Se o nimero de observagdes é grande (maior do que 30) é ttil estender a nogdo de
mediana e dividir o conjunto de dados em quantis.

O quantil de ordem 100p de um conjunto de valores dispostos em ordem crescente é um
valor tal que até ele (inclusive) haja pelo menos 100p% das observacgdes e, a partir dele
(inclusive) haja pelo menos 100(1 - p) % das observagdes (0 <p <1).

Os quantis de ordem 25, 50, 75 sao chamados quartis (Q:, Q2, Q3). Naturalmente, Q> = Md.
Os decis sdo os quantis de ordem 10, 20, ..., 90 (D1, Dy, ..., D9) e os percentis sdo os quantis
deordem1,2,..,99 (P, Py, ..., Po).

Sera adotada a convencdo de se tomar um valor observado para o quantil, exceto quando
valores adjacentes satisfazem a definicdo, sendo que neste caso o quantil serd tomado
como a média desses valores. Isto coincide com o modo com que a mediana foi definida
quando o ntmero de observagdes é par. Ilustraremos, a seguir, um método para se
determinar quartis, com um exemplo envolvendo poucas observagoes.

Exemplo. Considerando o conjunto de valores, ja ordenados do menor para o maior: 93,9;
105,8; 106,5; 116,6; 125,0; 128,3; 132,1; 136,7; 152,4, obter os quartis.
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Solucao. O nimero de observacdes < Q1 é 0,25%9 = 2,25, ou seja 3, e > Q1 é 0,75x9 = 6,75,
ou seja 7. Contando 3 valores do menor para o maior e 7 valores do maior para o menor,

encontramos 106,5 e este é o valor de Q1. Assim procedendo,
Q1=106,5 e Q2=Md =125,0 e Q3=132,1

Acrescentando-se o valor 153,0 ao conjunto de valores, isto é 93,9; 105,8; 106,5; 116,6; 125,0;
128,3; 132,1; 136,7; 152,4; 153,0, entdo:

Q1 =106,5 Q)= w — 126,65 Qs =136,7

2.1.8 Média e mediana de dados agrupados

Sempre que possivel, as medidas estatisticas devem ser calculadas antes do agrupamento
de dados. Nao raro, entretanto, é conhecermos s6 o quadro de distribuicao de frequéncia
para os dados agrupados. Com os dados agrupados em classes, como j4 mencionado,
perde-se informagao sobre cada observacdo individual, e uma boa aproximagao é supor
que todos os dados, dentro de uma classe tenham seus valores iguais ao ponto médio
dessa classe. Fazendo, entdo, pmci, pmcs, ..., pmck os pontos médios das k classes, e n1, na, . .
.1k (oufy, fo, ..., fx) as respectivas frequéncias, a média é, entdo, calculada como em (1) ou

).

Exemplo 4. Considerando os dados de peso aos 12 meses agrupados em intervalos de
classes (Tabela 3).

k
Zn[xpmci
- _6x146+11x 172+ +6x250

n 50

X =

k
X=) fixpmec,=0,12 x146 + 0,22 x 172 +...+ 0,12x 250 = 197,48 kg
i=1
Md =198,0 kg = ponto médio da classe que contém a mediana (critério aproximado).

Obs. Usando os dados da Tabela 1 da aula anterior, obtemos os seguintes valores:
X=19576kg e Md =1955kg.

2.1.9 Quantis de dados agrupados

Processo gréfico

Histograma

Usando-se o histograma, pode ser formulado o seguinte procedimento para se encontrar
quantis de uma variavel com dados agrupados.

O célculo do quantil desejado, por exemplo a mediana (2° quartil), é feito, conforme sua
definicao, localizando-se o ponto das abcissas que divide a area do histograma em duas
partes iguais (50% para cada lado). Entdo, usando argumentos geométricos pode-se

encontrar um ponto satisfazendo esta propriedade.

Vejamos por meio do histograma apresentado a seguir:
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Histograma da varidvel peso aos 12 meses (Tabela 3)

onde a mediana ird corresponder ao valor (Md) no terceiro retangulo, tal que a area do
retangulo de base [185, Md) e de mesma altura que o de base [185, 211) seja 16% (12% do
10 retangulo, mais 22% do 2° e 16%, de um total de 34%, do 3°, perfaz os 50%). Por meio da
211-185 Md-185

proporcionalidade entre a area e a base do retangulo, tém-se 0.34 016

. Logo:

Md = 197,24kg.

Esse procedimento de célculo pressupde que as observagdes estejam em ordem crescente e
igualmente espagadas dentro de cada classe. O calculo dos demais quantis pode ser feito
de modo analogo, ou seja, por interpolagdo linear, que se reduz a uma regra de trés

simples.

No caso de dados agrupados, outro processo gréfico bastante pratico para determinacdo
de quantis, de qualquer ordem, utiliza a ogiva percentual.

(b) Ogiva percentual
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Ogiva percentual da variavel peso aos 12 meses (Tabela 3)

Por este processo grafico, de acordo com a frequéncia desejada (quartil, decil, percentil),
traca-se uma paralela ao eixo horizontal. A partir do ponto em que esta paralela encontra a
ogiva percentual, traca-se uma perpendicular ao eixo horizontal. O ponto de encontro com
este eixo é o valor do quantil procurado.

2.2  Medidas de dispersao ou variabilidade

O resumo de um conjunto de dados, por meio de uma tnica medida representativa de
posicdo central, esconde toda informacao sobre a variabilidade do conjunto de valores. As
medidas de variacdo medem o grau com que os dados tendem a se distribuir em torno de
um valor central que, geralmente, é a média aritmética. Portanto, as tendéncias centrais
podem nao ser suficientes na descricdo e discriminacdo de diferentes conjuntos de dados.
Exemplo. Consideremos os conjuntos de observagdes

A=12528,31,34,37)  B={17,23,30,39, 46)

Verifica-se que ambos tém a mesma média, x¥(4)=Xx(B)=31. A identificacdo de cada um
desses conjuntos de dados pelas suas médias, nada informa sobre as diferentes
variabilidades dos mesmos. Entdo, é conveniente criar uma medida que sintetize a
variabilidade de uma série de valores e que nos permita comparar conjuntos diferentes de
valores, como os acima, segundo algum critério estabelecido.
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O critério frequentemente usado para resumir a variabilidade de uma série de valores é
medir a concentracdo dos dados em torno de sua média e a medida mais usada é a
varidncia.

O principio basico é analisar os desvios (xi - X). Assim, poderiamos pensar na soma desses
desvios, mas, como para qualquer conjunto de dados,

n

Z(xi—)?):O,ou seja,

i=1

n n n
Z( X, —X)= le. - Zf =nx —nx =0 (verifique isto usando os conjuntos de dados acima), a
i=1 i=1 i=1

opcao seria considerarmos a soma dos quadrados dos desvios:
n

SOD =Y (x,-x ).
i=1

O uso deste total, no entanto, pode causar dificuldades quando se comparam conjuntos de
dados com nameros diferentes de observacdes. Deste modo, exprime-se esta medida como
média, ou seja, a varidncia, que nada mais é do que dividir a SQD pelo ntimero de
observacoes da amostra (n).

221 Variadncia ( 62 ou Var)

Considerando, entdo, a soma de quadrados dos desvios em relacdo a média, se estabelece
uma medida de variabilidade para um conjunto de dados, chamada variancia e definida
como:

, Zi:(xi_f)z

oco==L—— onde X=x;,1=1,2,..,n
n

Sera visto na aula "Estatistica e distribuicdo amostral" que a varidncia de uma amostra é
calculada, por motivos associados a inferéncia estatistica, usando n-1 em lugar de n nessa
expressao, no entanto, para grandes amostras, pouca diferenca fard o uso de n ou n-1.
Portanto, a varidncia amostral é calculada pela férmula:

, i(xi _2)2

n—1

N

Voltando ao Exemplo:

(25-31)* +(28-31)° +...+(37-31)> 90

o’(4)= —=180
(4) s s

(1731 + (23-31)° +...+(46-31)* 550

o’(B) s

=110,0

Entdo, podemos dizer que o grupo A é mais homogéneo que o B.
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Formula da variancia sem utilizar os desvios:

i(xi _2)2

o=
n
? =l(2xi2 —2)?2xl. +2f2)
n
c’ =1(2xl.2 —2)?£in +n)?2j

n n
2 1 2 2 2
o' =—\) x —2nx"+nx
n
»_ 1 —)
6 =—\D x/ —nx
n
2
1 X
o' =— Z)cf n z ’
n n
! ()
X.
ol =— le?__l
n n

Finalmente, a férmula da varidncia sem a necessidade do calculo dos desvios.

5- &)

n

2
o =

Se ni representa a frequéncia da observagdo xi, i = 1, 2,

variancia como:

{Zk:ni(xi_f)z} i i

o =L=! :Z:fi(xl.—)?)2 onde: n:Zni e fi=Tli/n
n i=1 j

1

Desenvolvendo (3), obtém-se:

k
cszzl Z:nl.(x,.—)?)2
”_i:l
» 1
G =— Zn(x —2xX+Xx°)
n|

—2xan+an}

n.Xx, *_ox- an +nx’
nll

M» FM» T

k k
nx’ — anZf[xi + n)_cz}, onde: Zf,-xi =X
i=1 i

S |~
T

ql\)
Il
-M*‘
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k
l{Zn xi2 - 2nx’ +nfz}
ni iz
o Ee ]
— anxl. —nx
n|iz

k
nx;
G° = i=l 2
n
k
G: = Zf;xlz _x?

Sendo a variancia uma medida que expressa um desvio quadrético médio, pode causar
alguns problemas de interpretacdo, uma vez que a unidade dos dados fica elevada ao
quadrado. Para evitar isto, costuma-se usar o desvio padrao.

2.2.2 Desvio padrao (o)

E definido como a raiz quadrada positiva da varidncia, ou seja

Note que a unidade de medida do desvio padrdo sera a mesma dos dados originais.
Temos, entdo, uma medida (basica) de variabilidade expressa na mesma unidade dos

valores do conjunto de dados. Para o grupo A o desvio padrao é: 4/18,0 =4,24 e para o B:

4/110,0 =10,49..

O desvio padrao ndo é uma medida resistente. No caso do exemplo, onde foi mostrado
que a mediana é uma medida resistente, utilizando-se as observagdes 5, 7, 8, 10 e 12,
obtém-se s = 2,41. Ap6s a mudanga de 12 para 120, obtém-se 45,03, isto €, mais de 18 vezes
a anterior; enquanto que a mediana ndo muda.

Exemplo 8. Calculemos a varidncia e o desvio padrao para a variavel nota de C, P ou M
(Tabela 2):

8(5-728) +32(7~7.28)7 +10(10~7,28 )°

=240
49

S:[ini(xi _)_6)2]/(”_1):

§=4/2,40 =155
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2.2.3 Medidas de dispersao para dados agrupados

O célculo das medidas de dispersao, neste caso, é feito de modo anédlogo aquele usado
para encontrar a média, ou seja, considerando-se que todas as observacdes no intervalo de

classe, estdo localizadas no ponto médio do intervalo. Para exemplificar, consideremos a
Tabela 3, onde:

xi (ponto médio) |146 172 198 224 250
(xi- X) -51,5 -25,5 0,5 26,5 52,5

i 6 11 17 10 6

ni (xi- X )2 15901,1 7141,5 4,6 7033,1 16550,1
i=1,2, ..k k=>5classes x =197,48 kg n =50

k
$* =3 n(x, =) fn—1)=(159011+...+16550,1)/ 50 = 951,6 kg’
i=1

§=4/951,6 =30,8kg
Obs. Usando os dados da Tabela 1, s?= 984,1 kg? e s = 31,4 kg.
2.24 Coeficiente de variacao (CV)

O desvio padrao, apesar de sua utilidade como medida de variabilidade, deve ser usado
com cuidado, quando se compara variabilidades de diferentes conjuntos de dados. Por
exemplo, um desvio padrdo igual a 2 anos, seria considerado pequeno, se obtido em
individuos com idade média igual a 55 anos, mas seria considerado grande se calculado
em individuos com idade média igual a 3 anos. Além disso, o desvio padrdo tem
magnitude que é dependente da magnitude dos dados. Suinos ao abate, tém pesos que
sdo, talvez, 50 vezes maiores do que de coelhos. Se os pesos dos suinos ndo forem mais
varidveis que os dos coelhos, em relagdo as suas respectivas médias, o desvio padrao dos
pesos dos suinos seria, mesmo assim, 50 vezes maior do que o dos coelhos (e a variancia
seria 502 = 2.500 vezes maior).

O coeficiente de variacdo, por sua vez, é uma medida de variagdo relativa, a qual expressa
o desvio padrdao como uma porcentagem da média (X), ou seja, é o desvio padrdo
expresso em unidades de X (em %). Assim, o coeficiente de variacdo é definido como:

vV =100
X
com x =0,

o qual é interpretado como a variabilidade dos dados em relagdo a média. Como a razao

%‘c’ geralmente, é de pequeno valor, entdo, ela é multiplicada por 100 para expressa-la

como uma porcentagem.
Voltando ao exemplo das idades, suponha dois grupos de individuos, sendo que em um

deles os individuos tém idades 3, 1 e 5 anos e no outro, tém idades 55, 57 e 53 anos. No
primeiro grupo, a média de idade é 3 anos e, no segundo grupo, a média é de 55 anos. Nos
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dois grupos a dispersdo de idades é a mesma (s = 2), mas o desvio de dois anos é muito
mais importante no primeiro grupo. Por qué?

Basta calcular o CV para cada um dos grupos. Para o primeiro grupo, o CV é 66,7%,
(2/3%100), enquanto que para o segundo grupo o CV é 3,6% (2/55%x100). Assim, desvios de
2 anos sdo muito mais importantes para o primeiro grupo que para o segundo, isto é, a
dispersao dos dados em torno da média é muito grande no primeiro grupo. Como a média
e o desvio padrao sdo expressos na mesma unidade de medida, o coeficiente de variagao é
adimensional (independe da magnitude ou da unidade de medida dos dados). Por
exemplo, se os pesos aos 12 meses (P12), mostrados na Tabela 1 do capitulo anterior,
estivessem sido medidos em gramas, em vez de quilogramas, o valor do CV dessa variavel
nao se alteraria (veja calculo no exemplo que se segue, com os dados em kg). Deste modo,
o CV pode ser usado como um indice de variabilidade, sendo que sua grande utilidade é
permitir a comparacado das variabilidades de diferentes conjuntos de dados.

Exemplo 9. As variaveis Nota de C, P ou M (Tabela 2, Aula 1) e peso aos 12 meses (Tabela
3, Aula 1) deram os seguintes resultados:

Variavel X s
Nota 7,28 1,54
P12 197,48 kg 30,50 kg

Portanto, os coeficientes de variagdo dessas varidveis sdo, respectivamente,
1,54 /728 x100=21,2% e 30,50 /197,48 x 100 =15,4%,

0s quais implicam que os desvios padrdes das notas e dos pesos sdao 21,2% e 15,4% das
respectivas médias. Assim, P12 se apresenta relativamente mais estavel, embora o desvio
padrdo dos pesos seja 20 vezes maior do que o das notas.

Em resumo, se existirem dois conjuntos de observacoes distintos A e B, e se deseja saber
qual deles é o mais homogéneo, ou seja, de menor variabilidade, basta fazer o seguinte:
calculam-se as médias e os desvios padrdes de A e B, e:

-se X, =X,, entdo o desvio padrao informara qual é o mais homogéneo

-se X, # X,, entdo o mais homogéneo serd o que apresentar menor CV

OBS Valores muito altos de CV indicam pequena representatividade da média.
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3 PROBABILIDADE

O termo experimento significa fazer ou observar alguma coisa sob certas condigdes,
resultando em algum estado final de acontecimentos ou resultados. Na pratica, os
experimentos ndo sdo precisamente repetiveis, mesmo sob condi¢Oes supostamente
idénticas. Este é o caso quando héa fatores afetando os resultados, mas ndao ha
conhecimento desses fatores ou como controla-los e ainda quando ha fatores
supostamente sob controle, mas que na realidade nao estdo. Os resultados, entdo, ndo
podem ser preditos a partir do conhecimento das '"condigdes" (aquelas levadas em
consideracdo), sob as quais o experimento é executado. Trata-se de um experimento
envolvendo eventualidade ou, simplesmente, experimento aleatério.

Como o resultado do experimento nao pode ser predito, é um de muitos resultados
possiveis, um modelo que o represente deve incluir uma relagdo desses resultados. O
conjunto de resultados possiveis é o espago amostral do experimento. O segundo e
principal componente de um modelo para um experimento aleatdrio é o conhecimento de
probabilidade, que formaliza o conceito de que alguns conjuntos de resultados sdo mais
ou menos frequentes do que outros.

3.1 Espaco amostral e Evento

Exemplo. Seja A um locus com dois alelos, A (dominante) e a (recessivo). Supondo os
cruzamentos parentais Aa X Aa, os genétipos resultantes possiveis sao:

M F A a
A AA Aa
a aA aa

Definic¢do 1. O conjunto de todos os resultados possiveis associados com um experimento
é chamado espacgo amostral (Q2 ou U) do experimento.

Definic¢do 2. Cada resultado possivel é chamado de ponto amostral ou evento elementar
ou resultado elementar (e;).

Q = {e1, ez, ...}. No caso do exemplo acima, Q = {AA, Aa, aA, aa}
Quando o espaco amostral contém um numero finito, ou infinito, porém contavel, de
pontos, é chamado espa¢o amostral discreto. Se consiste de todos os ntimeros reais de

determinado intervalo, é um espaco amostral continuo.

Definicao 3. Qualquer subconjunto, E, no espaco amostral Q (ou em outras palavras,
qualquer colegao de resultados elementares) é chamado evento.

Exemplo. E = descendente é dominante (A _) ={AA, Aa, aA}

Nota: E = {ei1} - evento simples
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Q - evento certo
= - evento impossivel

Para fins de facilitar a descricdao, os principios basicos de probabilidade serao mostrados
aqui no contexto de espagos amostrais, tendo um ntimero de eventos (ou resultados)
elementares finito.

3.2 Probabilidade de um evento [P(E)]

Intuitivamente, pode ser definida como uma medida numérica com a qual se avalia "quao
provavel" é a ocorréncia do evento, quando o experimento é executado. Para quantificar a
expressao "quao provavel" é natural tomar a fracdo de vezes que o evento ocorre em
repetidas tentativas do experimento. Assim, o conceito intuitivo de uma medida numérica
para a probabilidade de um evento é em termos da proporcdo de vezes que o evento é
esperado ocorrer, quando o experimento é repetido sob idénticas condi¢des. O processo
apropriado para se determinar probabilidades para eventos depende da natureza do
experimento e do espaco amostral associado. Ha dois tipos de situagdes:

3.21 Resultados elementares igualmente provaveis

Em alguns casos, a proporcdo de vezes que cada resultado elementar é esperado ocorrer
pode ser determinado sem executar o experimento. Assim, se um espago amostral Q
consiste de k resultados elementares {e1, e2 .., ex}] que sdo igualmente provaveis de
ocorrerem, a probabilidade de cada e; é 1/k. Se um evento E consiste de m desses k
elementos, entao:

P(E) = m _ Numero de elementos em E
k  Numero de elementos em Q

3

Exemplo. P(descendente é dominante) = P(A_) = y

Nesta condigdo, ndo é necessério explicitar completamente Q) e E para se calcular P(E),
basta calcular m e k. Para tanto, sdo usados os métodos classicos de contagem da analise
combinatéria. Um principio fundamental de contagem diz que, se uma tarefa pode ser
executada em duas etapas, a primeira podendo ser realizada de p maneiras e a segunda de
g maneiras, entdo, a tarefa completa pode ser executada de pxgq maneiras.

Exemplo. Suponha que em um lote com 20 animais existem 5 doentes. Escolhem-se 4
animais do lote ao acaso, isto é, uma amostra de 4 elementos, de modo que a ordem dos
elementos seja irrelevante. Considerando o evento E: 2 doentes na amostra, calcular P(E).

20
k= ( p ] é o nimero de amostras com 4 elementos que pode-se extrair do lote (nimero de

pontos do espago amostral).
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5\ 15
M = (J( 2} ¢ o namero de maneiras que pode-se escolher 2 doentes e 2 ndo doentes,

simultaneamente, na amostra de 4 elementos

{é}fﬁ] st 15!
‘ C, sC [AEIO2 ) sy Tps  10x105
\tE=PE:52152 9% 2 3,22
ﬁi;i }%éyZJ%Wé;_€2 ﬁm:3912@m:10m@52022
20 Ca 204 ) 20b4r 4g4s
4 164!

Sendo E: 4 doentes na amostra

(5](15]
P®=4 0)__> ~0,001
(20] 4845
4

3.2.2 Probabilidade e frequéncia relativa

Em outras situagdes, é necessario repetir o experimento um grande namero de vezes para
se obter informacdes a respeito da frequéncia de ocorréncia dos diferentes resultados. Por
exemplo, a razdo fenotipica Dominantes:Recessivos = 3:1 foi primeiro deduzida por
Mendel, com base nos resultados do seu experimento classico de cruzamentos para cor de
sementes de ervilhas:
P AA (amarelas) x aa (verdes)
F1 Aa (amarelas)
F1 x F1 = F> (amarelas e verdes)

Em F», ele observou a razao:

Numero de plantas com sementes amarelas

Numero de plantas no exp erimento

Tal razdo é chamada frequéncia relativa. Repetindo o experimento vérias vezes, Mendel
observou que a mesma aproximou-se de um limite igual a %4.

Em geral, quando um experimento é repetido n vezes, define-se como frequéncia relativa
de um evento E em n ensaios a razao:

Numerodevezes que E ocorre emn ensaios

/(E)=

n
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A razao fu(E) flutua quando o namero n de repeticdes do experimento muda. Entretanto,
desde que as condi¢des experimentais ndo mudem, a f:(E), quando n aumenta (n — ),
tende a se estabilizar em um valor numérico tinico, o qual é chamado de probabilidade do
evento E. Este comportamento é ilustrado na Figura 1.

fa(E)
6
51
4 .
L J
L]

[ ] *
3+ [ L] L ] L] L) * [ ] ®
20
A
ob— 141

50 100 150 200 250 300 ' 1000 1100 1200 1300

Figura 1. Estabilizacao da frequéncia relativa

3.2.3 Algumas propriedades
Como toda frequéncia relativa é um namero entre O e 1,
0< P(E)<1

para qualquer evento E. Considerando o espago amostral (£2) e o conjunto vazio (&) como
eventos, temos P(Q2) =1 e P() = 0.

Exemplo. Suponha que o quadro seguinte represente a distribuicdo dos animais de um
dado rebanho.

Sexo
Raca Macho (M) Fémea (F) Total
Nelore (N) 70 40 110
Guzera (G) | |15 15 30 |
Canchim (C) 10 20 30
Indubrasil (I) 20 10 30
Total 115 85 200

Indicando por G o evento que ocorre, quando se escolhendo ao acaso um animal, ele for
da raca Guzera (N, C, I, M e F tém significados analogos), entdo:
P(G)=30/200 e P(M)=115/200

Dados os eventos G e M, podem-se considerar dois novos eventos:
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(1) G U M, chamado reunido ou uniao de G e M, que ocorre quando pelo menos um dos
eventos ocorre; e

(2) G n M, chamado intersec¢ao de G e M, que ocorre quando G e M ocorrem
simultaneamente.

No exemplo:
P(G nM)=15/200 e

30 +115_ 15 130
200 200 200 200

P(G uM)=PG)+ P(M)-P(GNM)=

Considerando-se, no entanto, os eventos G e |,

30 30 60

P(G uI)=P(G)+ P() = + =
( )= PG @ 200 200 200

Neste caso, os eventos G e I sio mutuamente exclusivos ou disjuntos, isto é, a ocorréncia
de G exclui a ocorréncia de I e vice-versa. Assim sendo,

GNI=g e P(GNI)=0

Portanto, se A e B sdo dois eventos quaisquer, tem-se a chamada regra da adicao de
probabilidades:

P(A vB)=P(A)+ P(B) - P(A nB), que sereduza
P(A UB)=P(A) + P(B), se A e Bsao disjuntos

Para trés eventos, A1, Az e Az, tém-se:

P(A1 vA; UA3) = P(A1)) + P(Az) + P(A3) - P(A1 nAz) - P(A1nA3) -
- P(A2 nA3) + P(A1nA2NA3)

Esta relacdo pode ser estendida para um namero finito qualquer de eventos.

Evento complementar

O evento consistindo dos pontos amostrais em Q que ndo pertencem a um evento E é

chamado complemento de E, e é indicado por E ou EC.
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P(E)=1-P(E) Q=EUE
Como ENE =g P(Q)=PE) + P(E)=1, logo
P(E)=1-P(E)

Esta relacdo pode ser usada para calcular P(E ), quando E é simples e P(E) é facilmente
calculada.

Exemplo. Sejam os eventos G e A=NUCuUIl, onde GUA=Q e
G N A =¢. Portanto, G e A sao complementares.

Vimos que P(G) = 30/200, enquanto que
P(A) = 1107200 + 307200 + 30/200 = 170/200. Isto &,

P(G) + P(A) =1, entdo P(G)=1-P(G)=P(A)

3.3  Probabilidade condicional e independéncia de eventos

Considerando (dado) agora que o animal escolhido ao acaso é da raca Canchim (C), a
probabilidade de que seja fémea (F) € 20/30 = 2/3. Escreve-se:

P(Fémea | Canchim) = 20/30 = 2/3

Para dois eventos quaisquer, A e B, a probabilidade de A quando se sabe que B ocorreu, é
chamada probabilidade condicional de A dado B, P(A | B), e é calculada por:

Pap =000 (1)

desde que P(B) >0
Para o exemplo mencionado,

P(C)=30/200 e P(F»C)=20/200, entao

P(FAC) _20/200

= =2/3, como obtido.
P(C) 30/200

P(F|C) =

As propriedades acima e a probabilidade condicional podem ser apresentadas nas formas
de diagramas, como mostrado na Figural.

Da relacdo (1), obtém-se a chamada regra do produto de probabilidades:

P(A ~B)=P(B) x P(A|B) = P(A) x P(B| A)
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Se P(A|B) = P(A), P(B|A) = P(B), isto é, se a probabilidade de ocorréncia de A (ou de B)
nao é afetada pela ocorréncia, ou ndo de B (ou de A), os dois eventos se dizem
independentes. Neste caso,

P(A nB)=P(A) x P(B) )
Reciprocamente, se (2) verifica-se, A e B sdo independentes.

Vejamos agora o conceito de independéncia para trés eventos. Se Ai, Az e As sdo
independentes, entdo eles devem ser independentes dois a dois

P(AjnAx) =P(A)) x P(Ax)  j=k onde:j k=123 ©))
e também P(A1 A2 NA3z)=P(A1) X P(Az) x P(A3) 4)
Nenhuma das expressdes (3) ou (4) é por si s6 suficiente. E facil generalizar para mais de

trés eventos.

Exemplo. Um grupo de pessoas foi classificado quanto a peso e pressao arterial,
apresentando as proporc¢des do quadro a seguir:

Peso
Pressao Excesso (B) Normal Deficiente Total
Elevada (A) 0,10 0,08 0,02 0,20
Normal 0,15 0,45 0,20 0,80
Total 0,25 0,53 0,22 1,00

Verifique se os eventos A e B sdo independentes ou ndo.

P(ANB) _010 _,
P(B) 025

P(A)=0,20 P(A|B) =

Portanto, P(A) = P(A|B), isto é os eventos A e B ndo sdo independentes.
Alternativamente, P(A N B) #P(A) x P(B)
34  Teorema de Bayes

Para ilustra-lo, consideremos o seguinte exemplo: em um rebanho, tem-se
E; = lotes de animais e D = animais doentes, em que:

P(D|E}) = 0,02
P(D|E;) = 0,05
P(D|E3) = 0,10
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Toma-se um lote ao acaso e dele retira-se um animal. E doente. Qual a probabilidade do
lote escolhido ser E1, ou seja, P(E,|D)?

Solugao: Da definicao de probabilidade condicional, temos

PCE D)=

O numerador dessa expressao pode ser reescrito pela regra do produto, condicionado a Es,
istoé, P(E,nD) = P(E,)xP(D|E,), tal que

P(E,nD)_P(E,)xP(D/E,)

PRI ==5D) P(D)

(1)

Assim, precisamos encontrar o valor de P(D), ja que o numerador é conhecido. Como E;,
E> e E; sdo eventos mutuamente exclusivos, e reunidos formam o espaco amostral
completo (€2), podemos decompor o evento D na reunido de trés outros, também
mutuamente exclusivos, como segue:

D=(Ei:nD) v(E2nD) U(E3s nD), e entdo
P(D)=P(E1 nD)+ P(E; nD) + P(Es nD)

Substituindo P(D) em (1), obtemos

P(E,|D)= P(E,)xP(D|E,)
! P(E,nD)+P(E,nD)+P(E,nD)

Reescrevendo o denominador dessa expressdo pela regra do produto, condicionado a E;,
parai=1,2e 3, temos

_ P(E,)xP(D/E,)
 P(E,)xP(D|E,)+P(E,)xP(D|E,)+P(E,)xP(D| E,)

P(E,|D) (2)

do que segue que

0.6%0,02 032
0,6x0,02+03x005+0,1x0,10

P(E|D)=

Esse resultado (2) pode ser generalizado do seguinte modo: seja Ei, Ez, ..., Ex uma
sequéncia de eventos mutuamente exclusivos, com probabilidades P(E1), P(Ez), ..., P(Ex),
respectivamente; e D um evento que ocorre, com P(D) > 0, quando e somente quando
um dos eventos Ei1, Ey, ..., Ex ocorre. Os eventos Ei, E», ..., Ex determinam as diferentes
condig¢des ou causas sobre os quais D pode ocorrer. As probabilidades P(E1), P(E2), ..., P(Ex)
sdo chamadas probabilidades a priori da ocorréncia desses eventos, sem levar em conta o
evento D.
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Seja P(D |Ei), i =1, 2, ..., k, a probabilidade condicional de ocorréncia do evento D, dado
que o evento E; tenha ocorrido. Devemos assumir que as probabilidades P(E;) e P(D | E)), i
=1,2, ...k sdao conhecidas.

Desejamos encontrar a probabilidade do evento E;, supondo a ocorréncia do evento D, isto
é, P(Ei| D), chamada probabilidade a posteriori de Ei, calculada depois que D tenha sido

observado. A férmula com a qual P(Ei | D) pode ser calculada:

P(E)xP(D|E;)

P(E;|D)=—
ZP(EJ. )xP(D|E,)

paratodoi=1,2, .., k ©))

é conhecida como Teorema de Bayes, que expressa uma probabilidade condicional em
termos de outras probabilidades condicionais e marginais.

Essas probabilidades podem ser teoricamente deduzidas a partir de um modelo
representado pelo espago amostral em que esses eventos sao definidos. A visualizagdo do
problema é facilitada pela utilizacdo do Diagrama em Arvore, ilustrado a seguir usando os
dados do exemplo:

D = 0,02 [P(DIE))]

D =098
D = 0,05 [P(D|E2)]

D — 95
, D = 0,10 [P(D[E3)]
D =09

De modo que, pelo Teorema de Bayes, temos

P(E,| D)= 0,6x0,02 =012 343-3243%
0,6%0,02+0,3%0,05+0,1x0,10 0,037

P(E, | D) = 2022030 _ 6 1054(40,54%)

P(E,| D) = % = 1-(0,3243+0,4054) = 0,2703(27,03%)
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4 VARIAVEIS ALEATORIAS

Uma variavel cujos valores referem-se a eventos aleatérios é chamada variavel aleatoéria;
seus valores dependem dos resultados de um experimento. Pode ser discreta ou continua.

Variavel aleatoria discreta

4.1.1 Definicao

Muitos experimentos produzem resultados nao numéricos. Antes de analisad-los é
conveniente transformar seus resultados em nimeros. Para isso devemos associar a cada
resultado elementar (e;) do espago amostral (€2) um ntimero real, o que é feito por meio de

uma regra ou funcdo denominada variavel aleatéria.

Exemplo 1. Considerando o cruzamento Aa X Aa, este conceito é ilustrado com um espago
amostral com 4 resultados elementares, ou seja:

Q ={AA, Aa, aA, aa}

X(ei)

onde X denota o ntimero de genes A no gendtipo. Assim definida, X é uma variavel
aleatoria.

Note que para ser discreta, a variavel aleatdria (v.a.) deve assumir valores em um conjunto
finito ou infinito, porém contavel.

O passo fundamental para entendermos uma v.a. é associar a cada valor de X sua
probabilidade, obtendo o que se chama uma distribuicao de probabilidade.

4.1.2 Distribuicao de probabilidade

Definicio. E uma relacdo dos distintos valores x; de X junto com as suas respectivas
probabilidades p(x;), com z p(x,)=1.

Exemplo 2. Considerando os descendentes de Aa x Aa, a distribuicdo do nimero de genes
A nos genoétipos (X) é idéntica a distribuicao de gendtipos, ou seja

Genotipos AA Aa aa Total
X = xi 2 1 0
P(X = xi) = p(x) 1/4 1/2 1/4 1,0
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em que: p(x;) é chamada funcao de probabilidade, que a cada valor de x; associa sua
probabilidade de ocorréncia.

A distribuicao de probabilidade mostra-nos como a probabilidade total (1,0) é distribuida
de acordo com os diferentes valores da variavel aleatéria.

Frequentemente, uma férmula matematica pode ser usada para representar, em lugar de
uma tabela, uma distribuicao de probabilidade.

413 Representacao grafica de uma distribuicao de probabilidade

Gréfico de barras

p(x)
2/4 - s

14 ¢ ¢

0 1 2 3

Grafico de barras para a distribuicdo dada no Exemplo 2

(b) Histograma
P(x)
2/4 -
Area=0,5
1/4
0 . . . . 1
0 1 2 X

Histograma para a distribuicdo dada no Exemplo 2

Quando o espagamento entre os valores de X difere de 1,0, tal como na seguinte
distribuicdo de probabilidade.
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X 0 0,5 1,0 1,5 2,0

p(x) 0,1 0,2 0,3 0,25 0,15

histograma é tracado como:

p(x)/0,5

0,60 -

0,40 - Arca
F0,6 x0,5
703

0,20

0,00 . . . . .

0 05 10 15 20 X

Ou seja, as alturas dos retangulos sao determinadas dividindo-se as probabilidades p(x)
pelas bases dos mesmos.

O histograma é recomendado para distribui¢des com valores de X igualmente espagados.
Caso contrario, o grafico de barras deve ser usado.

4.2  Esperanca matematica

Exemplo 3. Seja uma populagao finita de n individuos

Genotipos AA Aa aa Total
Numero 11 12 n3 n
X =x 2 1 0

Denotando X o ntimero de genes A no gendtipo, o niimero médio de genes A (X ) é:

-1
x:—(2><n1+1><n2+Oxn3):2ﬂ+lﬁ+0&
n n n n

Esta é a média para uma populagdo finita de tamanho n. Considerando um modelo de
populagdo infinita, as frequéncias relativas n;/n (i = 1, 2, 3) podem se aproximar de limites
que sdo probabilidades P(X = x;) = p(xi), onde:

xi=210 e X se aproximara de um limite que é chamado Esperanga de X (isto é, o
niimero esperado de genes A em uma populacdo infinita). O resultado pode ser
generalizado na seguinte definicdo:

Definicdo. A média de uma v.a. X ou de sua distribuicdo de probabilidade, também
chamada valor esperado ou esperanca matemdtica ou simplesmente esperanca de X, E(X),
é definida como:
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E(X)= in Xp(xi)

E(X) é usada como medida do centro da distribui¢ao de probabilidade. Por isso, é também
chamada média populacional e simbolizada por g Na verdade, E(X) é uma média
hipotética que pode nunca ser observada, mas é "esperada" em uma populacao.

Exemplo 4. Usando a distribuicao de probabilidade dada no Exemplo 2:
E(X) =Oxl+lxz+2xl:1
4 4 T4

O namero esperado de genes A nos descendentes de Aa x Aa é igual a 1.

421 Propriedades da esperanca

Se a e b sdo constantes e X uma v.a., entio:
i. E(a)=a

ii. E(bX) = bE (X)

iii. E(X+a)=E(X) +a

iv. E(a + bX) = a + bE(X)

v.E(a+ bX + cX2) =a+ bE(X) + cE(x2)

4.3  Variancia
Definicdo. A varidncia de uma v.a. X ou a medida de dispersdao de sua distribuicdo de
probabilidade, representada por o?x, é definida por

o2x = Var (X) = E[(X - n)?]
A variancia pode ser calculada de dois modos:
(@) E[(X —w)’]= 2 (x, —w)’ p(x,)
(b) E[(X —p)*]= E(X*)—p* = > % p(x) ~[E(X)
O desvio padrdo (o) é a raiz quadrada positiva da varidncia.
Exemplo 5. Seja a distribuicdo de probabilidade do Exemplo 2, entao

o= E[(X -p)’1=(2-1)’ +(1 1) +(0- 1) =

| 1 1
E[(X-p)’]1=2°—+I=+0" ) -1’ =—
[((X =) ]=( 27 4) 2

_1 o
2

431 Propriedades da variancia

Para a e b denotando constantes e X uma v.a.,
i. Var(X) ndo pode ser negativa

ii. Var (X + a) = Var (X)

iii Var (b.X) = b2. Var (X)
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iv. Var (a + b.X) = b2. Var (X)

Exemplo 6. Um revendedor de produtos veterinarios recebe de varios laboratérios certo
tipo de antibiético, que tem custo diferenciado. Levando-se em conta a proporgao
fornecida e o preco apresentado por cada laboratério, pode-se considerar que o custo de

uma dose de antibidtico em reais, escolhida ao acaso, é uma variavel aleatéria C.
Admitindo a seguinte distribuicdo de probabilidade para C:

Ci 1,00 1,10 1,20 1,30 1,40
p(c) 0,2 0,3 0,2 0,2 0,1

Determinar a média e a varidncia da variavel aleatéria C:
E(C)=1,0x0,2+1,1x0,3 +1,2x0,2 + 1,3x0,2 + 1,4x0,1=1,17
Var(C) = [(1,02x0,2 + 1,12x0,3 + 1,22x0,2 + 1,32x0,2 + 1,42x0,1) - 1,172] = 0,016

(b) Supondo que o revendedor venda cada um desses antibi6ticos acrescentando 50%
sobre o custo, além de um adicional de R$ 0,10 pelo frete, calcular a média e a variancia da
nova variavel aleatéria preco de revenda R.

ri=1,5¢i + 0,10. Assim, usando as propriedades da média e da variancia:

E(R) =1,5%E(C) + E(0,10) = 1,5x1,17 + 0,10 = 1,855

Var(R) =1,52xVar(C) = 1,52x0,016 = 0,036

44  Distribuicoes tedricas de probabilidades de varidveis aleatérias discretas

Nas diversas areas de pesquisa é comum o aparecimento de varidveis aleatdrias discretas,
como resultados de experimentos aleatérios. Assim, para um dado experimento, deve-se
verificar se ele satisfaz as condi¢cdes dos modelos probabilisticos conhecidos, pois isso
facilitaria muito sua andlise. Por modelo probabilistico para uma variavel aleatéria X,
entende-se como uma forma especifica de funcdo de distribuicdo de probabilidade qgue
reflita o comportamento de X. Aqui, serdo estudados alguns desses modelos, procurando
enfatizar as condi¢des em que aparecem, suas fungdes de probabilidades, parametros, e
como calcular probabilidades.

44.1 Distribuicao de Bernoulli

Consideremos uma tnica tentativa de um experimento aleatério, onde ha somente dois
resultados possiveis, designados por: Sucesso (S) e Fracasso (F). O uso destes termos é
sugerido apenas por conveniéncia e ndo tém a mesma conotagao de sucesso e fracasso na
vida real. Habitualmente, o resultado de interesse principal é rotulado como sucesso,
mesmo que se trate de um evento indesejavel. Por exemplo:

testa-se um antibiético em um individuo, a reacdo ou é positiva (S) ou é negativa (F);
observa-se um nascimento, o recém-nascido ou é macho (F) ou é fémea (5);
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(c) um animal é escolhido, ao acaso, de um lote contendo 50 animais, o animal é doente (S)

ou nao (F).

Em todos estes casos, estaremos interessados na ocorréncia de um sucesso ou fracasso.
Assim, para cada experimento, podemos definir uma varidvel aleatéria X: o namero de
sucessos, que assume apenas dois valores, o valor 1 se ocorre sucesso (S) e o valor 0 (zero)
se ocorre fracasso (F), sendo P(S) =p,
0 <p <1. Ou seja:

. {o (F)
1(8)

Nestas condicdes, a variavel aleatéria X com a funcao de probabilidade:

comP(X=1)=peP(X=0)=1-p=g

X

0

Total

p(x)

q

1
p

L0 ou

é chamada varidvel aleatéria de Bernoulli.
Experimentos que resultam numa varidvel aleatéria de Bernoulli sdo chamados ensaios de

Bernoulli.

Esperancga e variancia

k
E(X)=) x,p(x,)=0xq+1xp=p

i=1

PX=x)=p*xq'~*

Var(X) = E(X?) - [E(X)]*= (02x g+ 12x p) -p2=p-p>=p (1 -p) = p*q

4.4.2 Distribuicio Binomial

Quando um numero fixo n de ensaios de Bernoulli sdao repetidos, supondo que as
repeticOes sejam independentes (isto é, o resultado de um ensaio nao tem influéncia no
resultado de qualquer outro), com P(S) = p em cada ensaio, pode-se considerar a variavel
aleatéria X, que representa a contagem do niimero de sucessos em # ensaios. Os possiveis
valores de X sdo os inteiros 0, 1, 2,..., n. A distribuicdo de probabilidade de X é chamada
distribuicao binomial com 7 ensaios e probabilidade de sucesso p.

Para deduzir uma férmula para P(X = x), onde x =0, 1, 2, ..., n, ou seja x pode ser qualquer
namero inteiro entre 0 e 7n, consideremos n = 4 ensaios, cada um dos quais podendo
resultar em S ou F. H4 2 x 2 x 2 x 2 =16 resultados possiveis, os quais estdo relacionados
nas colunas abaixo, de acordo com o ntmero de sucessos (S):

FFFF

SFFF
FSFF
FFSF
FFFS

SSFF
SESF
SFFS
FSSF
FSFS
FFSS
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0 1 2 3 4
Valor de X (ntimero de S)
Prob. de cada sequéncia q* g p*q> p3q p*

Numero de sequéncias 4 4 4 4 4
0 1 2 3 4

Como os ensaios sdo independentes e em cada ensaio P(S) = p e P(F) = g, a probabilidade
de cada sequéncia, por exemplo na terceira coluna, que tem 2 S’s e 2 F's é P(SSFF) = P(S)
xP(S) xP(F) xP(F) = p?3>. Da mesma maneira, a probabilidade de cada sequéncia
individual nesta coluna é p242. Ha seis sequéncias, assim obtém-se P(X = 2) = 6 p?32. O fator
6 é o numero de

sequéncias com 2 S’s e 2 F's. Mesmo sem fazer uma listagem completa das sequéncias,
pode-se obter esta contagem, notando que os dois lugares onde S ocorre, podem ser

. 4 .
selecionados de um total de 4 lugares em (2] = 6 maneiras, cada um dos remanescentes 2

lugares sendo sempre preenchidos com um F. Assim procedendo em relacdo as demais
colunas, a distribui¢cdo binomial com n = 4 ensaios, pode ser disposta na forma da tabela
apresentada a seguir:

Distribuigao binomial com #n = 4 ensaios:

X 0 1 2 3 4

|
= 4 pogs @ 1 ﬁ o @ g1 ﬁ .
N | r 5] P S P, Pt

. L, . . . 2z n
Estendendo o raciocinio para o caso geral de n ensaios de Bernoulli, observa-se que ha
x

sequéncias que tem x sucessos e (7 - x) fracassos e que a probabilidade de cada sequéncia é
p*.q+*. Portanto,

P(X=x)= (n]px.q”"x parax=0,1,2,.,n
X

Denota-se esta probabilidade por b(x; n, p), e quando X tem distribuigdo binomial com os
parametros n e p escreve-se X : b(n, p).

O termo distribuicao binomial é originado do "teorema da expansdo binomial":

n__ _n n n—1 n 2 n-2 n X _n—x n
(a+b)"'=a"+ . ba"" + 5 b a" " +..+| [ba"+..+b

X

Considerando, em particular, a = g e b = p, esta férmula produz:

n__ _n n n—1 n 2 n-2 n X _n—x n
(g+p)' =q"+ { pq" + 2pq +...+ qu +...+p
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Os termos sucessivos do lado direito desta férmula sdo as probabilidades binomiais. Como

p+tqg=1, Zb(x;n, p) =1, como seria para qualquer distribuicdo de probabilidades.

x=0
[lustracdo da maneira pela qual os valores de p influenciam a forma da distribuicdo
binomial:

312
.235 235
. .093 093 016
——t— 1 | i i 1 ' iz
0 1 2 3 4 5 6
(@n=6p=05(g=0)5)
.324
302 a2
.186
118 059 010 .001
I l ! i | ——— I x
0 1 2 3 4 5 6
(byn=6,p=03(g=0,7)
324 S0
.186
118
.001 010 059
1 : | | l I I &
0 1 2 3 4 5 6

(c)n=6,p=0,7(9=0,3)

Quando p = 0,5 (Figura a), a distribuicdo binomial é simétrica; se o valor de p em um
histograma tem o mesmo valor de g em outro (Figuras b e c), as probabilidades sao
exatamente as mesmas, mas dispostas de forma invertida. Isto ilustra a propriedade geral
da distribuicdo binomial: quando p e g sao alternados, a distribuicdo de probabilidades é
invertida. Entdo, pode-se estabelecer a relacdo geral b (x; n, p)=b (n-x;n,1-p).

Uso da tabela binomial

A Tabela 1 apresenta os valores de b(x; n, p) paran =1 a 20 e p = 0,05; 0,10; 0,15; ...; 0,50.
Quando p> 0,50, usa-se:

bx;n,p)=bn-x;n1-p)

Exemplificando, b(2; 6, 0,7) = b(4; 6, 0,3) = 0,0595
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I .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50

0 .9500 .9000 .8500 .8000 .7500 .7000 .6S00 .6000 .5500 .5000
I .0500 .1000 .1500 .2000 .2500 .3000 .3300 .4000 .4300 .5000
0 .9025  .8100 .7225 .6400 .5625 4500 4225 3600 3025 .2500
1 .0930 .1800 .2550 .3200 .3750 .4200 .4530 .4800 .4950 .5000
2- .0025 .0100 .0225 .0400 .0625 0900 .1225 1600 .2025 .2500
0 .8574% 7290 .6141 .5120 -.4219 .3430 .2746 _.2160 1864 .1250
1 L1354 .2430  .3251  .3B40 4219 .4410 .4436 4320 4084 .3750
2 .0071 .0270 .0S574 .0960 .1406 .1890 .2389 .2880 .3341 -.3750
3 .0001 .0010 .0034 .0080 .0156 .0270 .0429 .0640 .0911 .1250
0 .B145 .8561 .S5220 .4096 .3164 .2401 .1785 .1296 .0915 .0625
1 1715 .2918 .3685 .4096 .4219 4116 .3843 .3458 .29035 .2500
2 .0135 .0486 .0975 .1536 .2109 .2646 .3105 3456 .3875 .3750
3 .0005 .0038 .0115 .0256 .0469 0738 .1115 .1336 .2005 .2500
4 .000C 0001 .0005 .00l6 .0039 0081 .0150 .0258 .0410 .0625
0 L7738 .5905 .4437 .3277 .2373 .1681 1160 .0778 .0503 .0312
1 .2038 .3280 .3915 .4096 .3955 .3602 3124 .2592 2059 .1562
2 L0214 .0729 .1382 .2048 .2637 .3087 .3384 .3456 .3389 .3125
3 .,0011 .0031 .0244 .05i2 _0879 .1323 .1811" .2304¢ .2757 .3125
4 .0000 .0004 .0022 .0064 .0L46 .0284 .0488 .0768 1128  .15682
5 .0000 .0000 .0Q0OL .0003 .0010 .0024 .0Q053 .0102 .0185 .0312
0 .7351  .5314 .3771 2621 .1780 .1176 .0754 .0467 .0277 .0156
1 .2321 3543  .3993 3932 3560 .3025 .2437 .1868 .13590 .0938
2 .0305 .0981 .1762 .2458 2966 .3241 .3280 .3110 .2780 .2344
3 .0021  .0146 .04t3 .0B15  -1318 1852 .2355 .2765 .3032 .3125
4 .0001 .0012 .0055 .0154 .0330- .0395 .0951 .1382 .1861 .2344
5 .0000 .0001 ~ .0004 .00l5 .0044 0102 .0205 .0369 .0609 .0938
8 .0000 .0000 .Q000 .0001 .0002 .0007 .COL8 .0041 .0083 .0158
0 i.sgaa .4783 .3206 .2097 .1335 .0824 .0450 .0280 .0152 .0078
I ] .2573 .3720 .3960 .3670 .3115 .2471 .1B48 .1308 .0872 .0547
2 | .0408 .1240 .2097 .2753 3115 3177 .2985 .2613 .2140 .1641
3 1 .0036 .0230 .0617 _1147 .1730 .226% .2679 .2903 .2918 .2734
4 | 0002 .0028 .0109 -0287  .0577  .0972 .1442 1935 .2388 .2734
5 .0000 .0002 .0012 .0043 .0l15 0250 .0466 .0774 .1172 .1641
8 .0000 .0000 .0001 .0004 .0013 .0038 .0084 .0172 .0320 .0547
7 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .000S .0016 .0037 .0078
0 .8834 .4305 .2725 .1678 .1001 .0576 .0319 .0l68 .0084 .0039
¥ L2793  .3826 .3847 .3355 .2670 .1977 .1373 .0896 .0548 .0312
2 0515 .1488 .2378 .2936 3115 .2065 .2587 .2000 .1569 .1094
3 .0054 .0331 .0839 .1468 .2076 .2541 .278B6 .2787 .2568 .2188
4 0004 .0646 .0185 .0459 .086S .1361 .1875 .2322 .2627 .2734

Tabela 1. Probabilidades binomiais
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Esperanca e Variancia
A média e a variancia de uma distribui¢do binomial sdo dadas por:
E(X)=npe Var(X)=n.p.q

Para justificar essas férmulas, consideremos que uma variavel aleatéria X que representa o
namero de sucessos em n ensaios de Bernoulli pode ser denotada por: X = X1+ Xo + ...+
Xy, onde Xi é o numero de sucessos no i-ésimo ensaio (Xi = 0 ou 1). Como os ensaios sdo
independentes, X1, X», ..., Xn sdo varidveis aleatdrias independentes, cada uma tendo
distribuicdo de Bernoulli, em que E(Xi) = p e Var(Xi) = pq.

Usando as propriedades de esperanga e varidncia da soma de variaveis aleatérias, obtém-
se:

EXX)=EX1))+EX2)+..+EXy)=p+tp+.+tp=np
Var(X) = Var(X1) + Var(Xo) + ... + Var(Xy) =pg + pg +... + pg = n.p.q

Exemplo 1. Ocorrendo 3 nascimentos a partir do acasalamento Aa x aa, qual a
probabilidade de se obter 3 descendentes Aa?

P(Desc.Aa | Acas.Aaxaa)=p=1/2

n ... V1Y) (1) 1
P =x)=| |p"xq"" = PX=3)=| ||| ] =| 5| =5=0125

E(X)=nxp=3%x1/2=3/2e Var(X) = nxpxq =3x1/2x1/2=3/4

A extensdo para mais do que dois eventos (ou classes) é direta e é dada pela distribuicdo
multinomial. Se p1 é a probabilidade associada a ocorréncia do evento 1, pa, a
probabilidade do evento 2, p3, a probabilidade do evento 3 e assim por diante, entdo, a
probabilidade que em 7 ensaios independentes, o evento 1 ocorra x1 vezes, o evento 2, x2
vezes, 0 evento 3, x3 vezes, e assim por diante, é:
!
PPy

x1x!x0.

P(x,x,,%;,..)=

onde: > xi = n , 2pi = 1. Esta probabilidade é um termo na expansao de
(P +py + 5+

Exemplo 2. O grupo sanguineo MN na populacdo humana, onde os acasalamentos sdo
praticamente ao acaso, apresenta os seguintes fenétipos e as respectivas probabilidades
esperadas de ocorréncia:

Fenotipo Probabilidade

MM p? onde: p é a frequéncia do aleloM e g é
MN 2pq a frequéncia do alelo N

NN q?
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Considerando uma amostra aleatdria de n individuos dessa populagao, a probabilidade de
que x1 deles sejam MM, x> MN e x3 NN, onde:

!
ximtm=n & — ()" 2P ()"

x,1x, x5!

4.4.3 Distribuicao de Poisson
Consideremos as seguintes variaveis aleatorias:

X1: o nimero de mutacdes num locus por geragao,

X2 o numero de glébulos vermelhos observados em cada quadrado de um
hemocitémetro, e

X3: 0o namero de bactérias em um litro de d4gua nao-purificada,

onde: Xi=x,x=0,1,2,3, ...
O comportamento dessas varidveis aleatérias, as quais representam o numero de

ocorréncias de eventos em um intervalo de tempo ou no espago (superficie ou volume), pode
ser descrito pela chamada distribuicdo de Poisson, cuja funcao de probabilidade é:

e X

X

P(X =x)= ,x=0,1,2,3, ...

onde: e = 2,71828 e 4 é o parametro da distribuicdo, que representa o nimero médio de
ocorréncias do evento por unidade de tempo ou espago.

Uma suposicdo que se faz usualmente em relacdo a essa distribui¢cdo é que a probabilidade
de se obter mais de um evento num intervalo muito pequeno é desprezivel.

Esperanca e Variancia

Se X é uma variavel aleatéria com distribuicao de Poisson e parametro 4, entdo, E(X) = A e
Var (X) = 4. Ou seja, o namero médio e a varidncia de ocorréncias de eventos por unidade
de tempo (ou espaco) sao iguais (1) e constantes ao longo do tempo (ou espaco).

Exemplo 1. Supondo que o ntimero médio de bactérias por litro de dgua purificada é 2,
qual é a probabilidade que 5 ou mais bactérias sejam encontradas em uma amostra de 3
litros de dgua?

Sendo A = 2x3 = 6, o nimero médio de bactérias em 3 litros de 4gua, entdo:

e 6"

=1-0,2851=0,7149

4
P(x>5)=1-P(X<4)=1-) :
x=0 X.

Exemplo 2. Em uma populagdo, seja X o ntumero de descendentes produzidos por
familia/ geracdo. Assumindo que X = A = 2, qual a probabilidade de familias com X = 4
descendentes?
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e?.2*

P(X =4) = = 0,0902

44.4 Distribuicao de Poisson como aproximacao da distribui¢ao binomial

Algumas vezes, no uso da distribuicdo binomial, ocorre que n é muito grande e p é muito
pequeno, de modo que g é préximo de 1. Em tais casos, o célculo torna-se muito dificil.
Pode-se, entdo, fazer uma aproximacdo da distribuicdo Binomial pela Poisson ou seja,

e " (n.p)
x!

b(x;n, p) =
A aproximacdo é boa, se n.p=A<7.
Exemplo 1. Sabendo-se que a probabilidade de um animal ter reacdo negativa a certa

vacina é de 0,001, determinar a probabilidade de que, de 2000 animais injetados, mais do
que quatro tenham reacdo negativa.

n.p=4A=2000 x 0,001 =2

et P2 P22 2! 220
+ + + +
4! 3! 2! ! o

P(X>4)=1—P(Xs4):1{

—1-e2[10. 8. 4 =1-(0,135%7) = 0,055
24 6 2

44.5 Distribuicao Geométrica

Para o estudo das principais caracteristicas dessa distribuicdo, vamos considerar uma
sequéncia ilimitada de realizagdes de ensaios de Bernoulli, com probabilidade de sucesso p
e probabilidade de fracasso (1 - p) = g em cada ensaio. Os ensaios sdo realizados até que
ocorra O primeiro sucesso.

Nesse caso, o espago amostral é um conjunto
S={S, FS, FFS, FFFS, FFFFS...}

Ou seja, uma sequéncia de n ensaios em que nos n - 1 primeiros ensaios temos F e na n-
ésima temos S.

Exemplo: paran =8
n=_8

FFFFFFFS

C el -1=7
Essa distribuicdo apresenta duas parametrizadoes:

1 - O nimero de falhas até que ocorra o primeiro sucesso.
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2 - O ntmero de ensaios de Bernoulli necessario para obtermos o primeiro sucesso.
Observe que, nesse caso, ndo é possivel obtermos o ZERO, seu dominio serd os ntiimeros
naturais sem o zero.

OBS: Na distribuicdo Binomial, o ntimero de realizacdes de um ensaio era pré-
determinado, enquanto aqui, na distribuicdo Geométrica, o namero de realiza¢des é uma
variavel aleatoria.

Geométrica: Contagem do namero de falhas até ocorrer o primeiro sucesso:

Se X a varidvel aleatéria que fornece o numero de falhas até o primeiro sucesso, essa
varidvel tem distribuicdo Geométrica com parametro p, entre 0 e 1, e sua funcdo é dada
por:

P(X=k) = (1-p)kpcom k=0,1 ...
Usaremos a notacao X ~ Geo(p).
Nesse caso o evento X = k ocorre, se e somente se, ocorrem somente falhas no primeiros k
ensaios e sucesso no (k + 1)-ésimo ensaio.

Demonstracao 1

Se X é uma variavel aleatéria discreta com distribuicdo geométrica, entdo para todo x, k =
1,2, ... temos que:

PX>t+s | X2s)=P(X>1t)

Temos:

P(X>t+snX2>ys)
P(X >5)

P(X>t+s|X2s)=

Lembrando:

Dados os conjuntos A e B, onde:

A c B, A é um subconjunto de B, temos que:

ANB = A, assim, o conjunto (X >t +s)estd contido no conjunto (X =)
Para exemplificar, dado p=0,5; t=3 es =1

04
|

(X =5

X)
0.3
-

P(X

0.2

(X =r+5)
g -
1
1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X

Entdo: (X >t+snX2s)=(X>t+5s)
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ip(l -p)

— k=t+s+l
> p(l-p)
j=s

Observe que p é uma constante e pode sair das somatorias, segue que:

1+s

l—pZ(l—p)k (1_ )t+s+l t
P(X >t+5]| X 25)=—"2 P (- py =1-pY (- p)f
k=0

t-pya-py 7P

P(X >t+5)
P(X >s)

P(X>t+s|X2>s)=

E, portanto

P(X>t+s|X=s)= ) p(l-p) =P(X >1)

k=t+1
Portanto a distribuicdo geométrica apresenta a propriedade de perda de memoria. Vale
notar que ela é a tinica distribuigdo discreta com essa caracteristica.

Demonstracao 2

. _P(X =k) N . _
Seja h(k)= —P(X =5 mostre que se X~Geo(p) entdo h(k) =p
ni=L&=0 _ pd=py _ pl=py _pl=p) _,

P =k ip(l—p)f l—pZ(l—p)j 4-p)

Exemplo: Considere o experimento em que uma moeda viciada é lancada sucessivas
vezes, até que ocorra a primeira cara. Seja X a variavel aleatéria que conta o namero de
coroas obtidos no experimento (ou seja, a quantidade de lancamentos anteriores a
obtencdo da primeira cara). Sabendo que a probabilidade de cara é de 0,4, qual é a
probabilidade de P(2 <X < 4), a probabilidade de P(X > 1 | X <2) e a probabilidade de
P(Xx1).

Resolvendo: P(2 <X <4)

0.4

X)

P(X=
02
|

P2 <X <4)

0.1

,—I,—I,—|I—|.—|

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.0

P2 <X <4) =P(X=2) + P(X=3)=0,62.0,4 + 0,63.0,4 = 0,2304
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Resolvendo: P(X>1 | X <2)

! P(X<2)

04

P(X>1)

0.3
l

P(X=x)

0.2

P(X>1NX<2)

0.1

,—I,—I,—|I—|.—|

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.0

P(X>1NnX<2) P(X =2) 0,144
P(X <2) P(X=0)+P(X=1)+P(X =2) 0,784

P(X>1|X<2)= =0,18367

Resolvendo: P(X >1)

04

P(X>1)

0.3
l

X)

P(X=
02

0.1

,—I,—I,—|I—|.—|

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.0

X

P(X21)=) p(l-p) =1-P(X =0)=1-0,4.(1-0,6)" =1-0,4=0,6

k=1

Esperanca e Variancia
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Se X é uma variavel aleatéria discreta com distribuicdo geométrica, o valor esperado é
dado por:

EQO) =Y x,p(x) =Y k(- p)' p
E(X) = p> k(- p) = p(i- p)> k(1 - p)

EQn=1"P
p

A variancia sera dada por:

Var(X) =2

2

Geométrica: Contagem do niimero de ensaios para se obter um sucesso:

Se X a varidvel aleat6ria que fornece o ntimero de ensaios de Bernoulli até a obtencdo do
primeiro sucesso. Essa varidvel tem distribuicdo Geométrica com parametro p, entre O e 1,
e sua funcao é dada por:

P(X=k)=(1-p)""'p,comk=1,2,...

A notacgdo utilizada serd X ~ Geo(p)

Observe que nessa parametrizagdo, os valores possiveis assumidos pela variavel aleatoria
X'sdao Rx =1{1, 2, ... } e que a probabilidade de X ser igual ao valor k é igual a probabilidade
de X se igual a k-1 na parametrizacdo anterior.

Exemplo: Um dado honesto é langado sucessivas vezes até que apareca pela primeira vez
a face 1. Seja X a varidvel aleatéria que conta o ntimero de ensaios até que corra o primeiro
1.

a) Qual a probabilidade de obtermos 1 no terceiro lancamento?

b) Qual a probabilidade de obtermos 1 entre o terceiro e o 5 lancamento?

a)
3-1 2
P(X:3):(l—lj L3 01157
6 6

6
B)
5
PB<X<5=P(X=3)+P(X=4)+P(X =5=> p(l-p)~
k=3
3-1 4-1 5-1
P(3SXSS):(1—lj .l+(1—1j .l+(1—1j A2 125 65 =0,29257
6) 6 6) 6 6) 6 216 1296 7776

Esperanca e Variancia
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Se X é uma variavel aleatéria discreta com distribuicdo geométrica, o valor esperado é
dado por:

E(X)=—
p

A variancia sera dada por:

Var(X) = I=p

2

Exemplo: Suponha que o custo de realizacao de uma operacao agricola seja R$ 1.000,00. Se
a operacao falhar, ocorrera um custo adicional de R$ 300,00 em virtude de serem
necessarias algumas alteragdes antes que a proxima tentativa seja executada. Se a
probabilidade de sucesso em uma tentativa for 0,2, se as operacdes forem independentes, e
se tais operagdes continuarem até que a operacao seja realizada com sucesso, qual serad o
custo esperado para esse procedimento?

Vamos definir C como o custo de operacdo e X a variavel aleatéria, ou seja, o nimero de
tentativas necessarias para alcangar o sucesso da operacao.

C =1.000X +300(X —1)
C =1.000.X +300.X —300
C =1.300X —300

Em consequéncia temos:
E(C)=E(1.300X —300)
E(C)=1.300E(X)-300

E(C)=1.300———-300
0,2

b

E(C)=R$ 6.200
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5 VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

Voltemos agora nossa atengdo para descrever a distribuicdo de probabilidade de uma
varidvel aleatdria (v.a.) que pode assumir todos os valores em um intervalo. Medidas de
altura, temperatura, peso, producdo de leite, pressdo arterial, etc, sdo todas deste tipo.

A distribuicao de probabilidade de uma v.a. continua pode ser visualizada como uma
forma alisada de um histograma baseado em um grande nimero de observagoes, cuja 4rea
total de todos os retangulos é igual a 1,0.

A altura do retangulo em cada intervalo de classe (Ai) é proporcional a densidade de
proporcao (fi/ Ai) do intervalo, de modo que a area do retangulo é igual Aixfi/ Ai = f.

Ou seja, com um namero suficientemente grande de observacgdes, diminuindo-se os
intervalos de classe, o histograma tende ficar cada vez menos irregular, até aproximar da
forma de uma curva bem mais suave. Isto é ilustrado na Figura 1, considerando a variavel
X = peso de recém-nascido.

Como probabilidade é interpretada como a frequéncia relativa de um evento em uma
longa série de ensaios independentes, a curva obtida como a forma limite dos histogramas
(Figura 1c), representa a maneira pela qual a probabilidade total (1,0) é distribuida em
relacdo a amplitude dos possiveis valores da v.a. X. A fungdo matemaética f(x), cujo grafico
produz tal curva é chamada fun¢ao densidade de probabilidade da v.a. continua X.

A funcdo densidade de probabilidade, f(x), a qual descreve a distribuicdo de probabilidade
para uma v.a. aleatéria continua, tém as propriedades:

a area total sob a curva éiguala 1;

P(a < X <b) = &rea sob a curva entre os pontos a e b;
f(x) > 0 (ndo negativa)

(d)P(X=xi)=0

"Com variaveis aleatdrias continuas, a probabilidade que X = x; é sempre zero [P(X = x;) =
0]. Assim, é somente relevante falar a respeito da probabilidade que X encontra-se em um
intervalo".

A deducdo P(X = x;) = 0 necessita alguns esclarecimentos. No contexto do exemplo do peso
ao nascer, a afirmacgdo P(X = 8,5 Ib) = 0, parece irreal, pois significa que nenhum recém-
nascido pode pesar 8,5 1b. Para resolver este paradoxo, devemos reconhecer que a acuracia
do esquema de medida é limitada, tal que o nimero 8,5 é indistinguivel de todos aqueles
que o circunda, digamos [8,495; 8,505]. Assim, a questdo diz respeito a probabilidade de
um intervalo circundando 8,5 e a area deste intervalo sob a curva ndo é maior do que zero.
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Histograma de 5000 pesos ao nascer com intervalos de classe de 0,25 libras.

Curva de densidade de probabilidade para a varidvel aleatéria continua X = peso ao
nascer.

Figura 1. Curva de densidade de probabilidade vista como uma forma limite de
histogramas.

Estando f(x) de uma varidvel aleatdria continua X especificada, o problema de se calcular
Pa <X <b), vem a ser o calculo da &rea sob a curva. Tal determinacdo envolve calculo
integral. Mas, felizmente, areas de distribuicées importantes estdo tabuladas e disponiveis
para consulta.
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No calculo da probabilidade de um intervalo, a até b, nao ha necessidade de se preocupar
se qualquer um dos extremos ou ambos estao incluidos no intervalo. Com P(X =a) = P(X =
b) =0,

Pla<X<b)=P@a<X<b)=Pla<X<b)=P@a<X<b)

Valem para as v.a continuas, os conceitos de esperanca (1) e wvaridncia (c?). Suas
determinacdes, entretanto, exigem a aplicagdo de método de calculo integral que nado sera
aqui utilizado.

Dada uma v.a. X continua, interessa saber qual a f(x). Alguns modelos sdo frequentemente
usados para representar a funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) de v.a. continuas. O
mais utilizado é descrito a seguir:

5.1 Distribuicao Normal

Defini¢ao: Uma v.a. X tem distribuicdo normal com parametros pe 62, -0 <pu<oe 0 < o2
<, sesua f.d.p. é dada por:

1 (x—1)? /252
f(x)=me( v ,o<x<oo (1)

onde: ©t=3,14159...; e = 2,71828 ...

Gréfico

f(x) A

——-/

0 n

- ——— == — -~ =

I
[
I
!
i
r

xY

G

5.1.1 Propriedades

Os parametros p e 62 representam, respectivamente, a média e a variancia da distribuigao,
isto é, E(X) = p e Var(X) = o?. A demonstracdo requer manipulacdes de integral e ndo sera
apresentada aqui.

Outras propriedades, enumeradas a seguir, podem ser facilmente observadas de seu
grafico:

f(x) > 0 quando x > £
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U — G e+ o sdo pontos de inflexdo de f(x)

x = é o ponto de maximo de f(x) e o valor maximo é
oV2n

f(x) é simétrica ao redor de x = , isto é, f(u+ x) = f(u - x), para todo -0 < x <

média = moda = mediana

Os intervalos u £ o, u £ 20 e p £ 30, tém, respectivamente, as probabilidades de 0, 683,
0,954 e 0,997, ou seja:

.&- Area = 954 — 5
!
|
|
|
!
i
|

1

Area = 683

|
}
|
|
|
|
|

H~ 20 p—a W u+o u+ 20

Distribui¢do normal

Se X tem distribui¢do normal, com média p e varidncia 62, denota-se por:
X:N(y &)

Interpretando os parametros

\/

Duas distribui¢des normais com diferentes médias, mas com o mesmo desvio padrdo (o)

U

pequeno

moderado

grande
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Trés distribuigdes normais com médias iguais, mas com diferentes desvios padrdes (o).
Decrescendo o, aumenta a altura maxima (1/6+/27) e a concentragdo de probabilidade

em torno de L.

Exemplo 1. Considere dois grupos de frangos de corte criados em uma granja no sul de
Minas Gerais, comparédveis em todos os aspectos, exceto pela linhagem.

Linhagem I

Freqliéncia

Linhagem II

~

——

Ganho de Peso (kg)

O grafico ilustra o ganho de peso dessas populacdes e permite afirmar que:

) a média aritmética e a variancia da Linhagem I sdo superiores as da Linhagem II.
) a média aritmética da Linhagem I é superior a da II e as varidncias sdo iguais.

) as médias aritméticas sdo iguais e a variancia da Linhagem I é superior a da II.

x) as médias aritméticas sdo iguais e a variancia da Linhagem I é inferior a da II.

) a média aritmética e a varidncia da Linhagem I sdo inferiores as da Linhagem II.

(
(
(
(
(

5.2  Distribuicao normal padronizada

A distribuigdo dada por (1) representa uma familia de distribuicdes, dependendo dos

. e 2 . :
valores p e o2 A particular distribui¢io normal com p =0 e ¢~ =1 é referida como
distribuicao normal padronizada ou reduzida. Sua média e variancia coincidem com as
da variavel
X —
£ o
o)

onde X : N(u, ¢2)

7 =

A variavel Z é chamada variavel normal padronizada, cuja funcdo densidade pode ser
obtida de (1), fazendo-se formalmente p=0e ¢ =1, isto é:

ZZ

! 67 (-oo<z<oo)

f(Z):\/%

Departamento de Ciéncias Exatas 66



Se X: N(y, 0?), entdo a varidvel aleatoria Z definida por (2) terd uma distribuicao N(0, 1).
Mostraremos que Z tem média 0 e variancia 1:

E2)=EC 2= B £ = Zpon A2 Ko
o o o o o o O O

Var(Z) = EZ) ~[E@)F = EIC— ] =—;

2
o

E(X - u)’ =L02 =1
o

2

mas, nao é facil é mostrar que Z tem distribuicdo normal e ndo sera demonstrado aqui.

A curva normal padrao, f(z), é também simétrica em torno de sz e as areas sob a curva nos
intervalos de -1 a +1(n £ 5), 2 a +2 (W £ 26) e -3 a +3 (u £ 30), sdo também iguais a,
respectivamente, 68,3%, 95,4% e 99,7% da area total, que é 1.

A vantagem de se usar a varidvel Z é que as areas, ou as probabilidades, associadas a
distribuicdo normal padronizada sao tabeladas (ver Tabela 2). Assim, a transformagao (2) é
fundamental para o calculo de probabilidades relativas a uma distribuicdo normal
qualquer.

Departamento de Ciéncias Exatas 67



v

Tabela 2 Distribuicdo normal reduzida: N{0: 1)
Probabilidades p tais que p = PIO < Z < Z) %
0 2 z
parte in- SEGUNDA DECIMAL DE Zc parte in-
teira e teira e
primeira primeira
decimal decimal
de Z, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 de Z_
p=20
0.0 00000 00399 00798 01197 01896 01994 02392 02780 03188 03586 0.0
0.1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06743 07142 07535 0.1
0,2 07926 08317 087068 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 0.2
0.3 11791 12172 12552 12830 13307 13683 14058 14431 14803 15173 0.3
0.4 15542 15810 16276 16640 17003 17364 17724 1B0B2 18439 18793 0.4
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 215868 21804 22240 0.5
0.6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490 0,86
Q.7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 0.7
0.8 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327 0.8
0,9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33648 23891 6.8
1.0 34134 34375 34674 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214 1.0
1.1 36433 36650 36864 37076 37286 37433 37698 37900 38100 38288 1.1
1.2 38483 38686 38877 38065 39251 39435 39617 39798 39973 40147 1.2
1.3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41309 41488 418621 41774 1.3
1.4 41924 42073 42220 42364 42507 42647 42786 . 42922 43058 43189 1.4
1.5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 1.5
1.6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 1.6
1.7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 468080 48164 46246 46327 1.7
1.8 46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062 1,8
1.9 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670 1.9
2,0 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 4B077 48124 48169 2,0
- 5 | 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574 21
2,2 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899 2.2
2,3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158 2,3
2.4 49180 48202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361 2,4
25 49379 48396 48413 49430 49446 49461 40477 409482 49506 49520 2,5
2,6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643 2.6
2,7 49653 49684 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736 2,7
28 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 _ 48795 49801 49807 2,8
2,9 49813 49819 49825 49831 49836 49841 o 49846 49851 49856 49861 2.9
3.0 49865 49869 49874 49878 49882 49886 45889 49883 49897 499800 3.0
3.1 49803 489806 49910 49913 49916 49918 49921 49924 49926 49929 3.1
3.2 49831 49834 489936 49938 49940 49942 49944 49946 49948 49950 3.2
3.3 49952 49953 49955 49957 49958 49960 49961 49962 49964 49965 33
3.4 49966 49968 49969 49970 49371 49872 49973 49974 49975 49976 3,4
3.5 49877 49978 48978 49979 49980 49981 49981 49982 49983 49983 3,5
3.6 49984 49985 49985 49986 49986 49987 49987 49988 49988 49989 3.6
3.7 49989 49990 48880 49990 49991 49991 49992 49992 49992 49992 3.7
3.8 49993 49983 48093 49984 49994 49994 49994 49995 49995 49995 3.8
3,9 498995 49995 49956 49996 49996 49996 49996 49996 49997 49937 3.9
4,0 49997 49997 49997 49997 49937 49997 49998 49938 49998 49998 4.0
4,5 49998 50000 50000 S0000 50000 50000 S0000 50000 50000 50000 4.5
parte in- SEGUNDA E TERCEIRA DECIMAIS DE Z. parte in-
teira e teira g
primeira primeira
decimal decimal
de 2_ 05 15 25 35 45 55 65 75 BS 85 de Z=
p=20,
0.0 00199 00598 09937 01396 01795 02193 02591 02989 03387 03784 0,0
0.1 04181 (04578 04974 05369 05764 06159 06553 06946 07339 07730 0.
0.2 08121 08512 08901 09290 09677 10064 10450 10834 11218 11600 0.2
0.3 11982 12362 12741 13119 13495 13871 14244 14617 14988 15358 0.3
0.4 15726 16093 16458 16822 17184 17545 17903 18261 8500 18970 0.4
0,5 19322 19672 20021 20368 20712 21055 21396 21735 22073 22408 0.5
0.6 22741 23072 23401 23729 24064 24377 24697 25016 25333 25647 0.6
0.7 25959 28270 26577 26BB3 271B6 27488 277868 28083 28377 28669 0.7
0.8 28959 29246 29531 29814 30094 30372 30648 30921 31192 31461 Q.8
0.9 31727 31990 32252 32511 32767 33021 33273 33522 33769 34013 0.9

Aplicacao
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Suponha que X : N(x, 0°) e queiramos determinar P(a < X < b), tal como representado na
figura a seguir:

fix) A

Por exemplo, tomandoa =2 e b =5 e supondo que X: N(3, 16), calculemos
P2 <X <5)
Vejamos, antes, como obter probabilidades a partir da Tabela 2 para a distribui¢cao N(0,1).

A figura abaixo ilustra a probabilidade fornecida pela tabela, ou seja,

PO<Z<z)

Sez.=1,73

P(0 < Z<1,73) = 0,4582

Observe:
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NY

-1,73 0 1,73
(b)

00,47 1,73 2

o 1,73 z
(a) (c)

P(-1,73<7Z2<0)=P(0<Z<1,73) =0,4582, devido a simetria da curva
P(Z>21,73)=05-P(0<Z2<1,73) =0,5-0,4582 = 0,0418

P(Z <-1,73) =P(Z>1,73) = 0,0418

P(Z2<1,73)=P(Z=>-1,73)=P(0<Z<1,73) + P(Z < 0) =0,4582 + 0,5 = 0,9582
P(047<72<1,73)=P(0<Z2<1,73)-P(0<Z<0,47) = 0,4582 - 0,1808 =

=0,2774

Para usar a Tabela 2 em conexdo com uma variavel aleatéria X, tendo distribui¢do normal,

~ U
(o2

deve-se efetuar a mudanca de escala Z = . Assim, no exemplo,

P(2_<X_<5)=P(2_'us X-p 5‘“)
(o2 (o2 (o2

= P(Egm%?’) —P(-1/4<7Z<1/2)

Pela tabela N(0,1):

P(-0,25<7Z<0,5)=P(-025<Z<0)+P(0<Z<0,5)

P(-0,25<Z<0,5) =0,0987 + 0,1915 = 0,2902 ou seja,

P(2 <x<5)=0,2902

Exemplo 1. Sabendo-se que os pesos a desmama (X) de 10.000 bezerros de um rebanho sdo
distribuidos normalmente, com média (n) 170 kg e desvio padrao (o) 5 kg, (a) qual é o

nimero esperado de bezerros com peso superior a 165 kg?; e (b) que peso (x) deve atingir
um bezerro para que ele supere 80% dos pesos a desmama desse rebanho?
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Solucao:

(a) P(X > 165) = P(

X-p_ 165—170j:P(Z>_1)

(o)
P(Z>-1)=P(-1<Z<0) +P(Z>0) =
=0,3413 + 0,5 = 0,8413

Portanto, o namero esperado é 10.000 x 0,8413 = 8.413 bezerros.

(b) P(X < 170) + P(170 < X < x) = 0,80
0,5+ P(170 < X < x) = 0,80

P(170 < X < x) = 0,30 e P(X = x) = 0,20

P170 < X <x) = P[0< X-n <x_5170j= P(O<Z< X_Smj:oso e
(o2

P(X2x)=05- P(0<Z < x_smj:o,zo

ze= X_T”O = 0,84 = x = 174,2kg

5.3  Aproximacdo Normal a Binomial

Se X tem distribuicdo binomial b(n, p), onde n é grande e p ndo é muito préximo de 0 ou 1,
X —np

vnp(l-p)

a distribuicdo da variavel padronizada Z = é aproximadamente N(0,1). Assim,

Pla<X<b)= z@pm Py {W \/nbp(#}

P(a<X<b~{anp< bnp:l

Nap(l=p) — np(l

Tendo em vista que uma distribuicdo discreta (binomial) é aproximada por uma
continua (normal), a melhor aproximacao é obtida calculando:

PasX<h) = l:(a 0,5)— np< L (b+05)-mp np:l

\np(l— \np(1-
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Dividindo-se os numeradores e denominadores do intervalo de Z por n, pode-se também
escrever:

Pa<X<b) =P [(0—0,5)/77]—1?<Z<[(a+0,5)/n]—p

Jip(=pl/n — \Ip(-p)l/n

O termo *1/(2n) é chamado “correcio de continuidade”.

Exemplo 2. Supondo que X : b(15, 0,4)

10

15
P(7<X<10) = Z( )0,4)‘ (0,6)* = 0,381
X

x=7

= P( 0,526<Z < 2,105) =0,48257-0,20194 = 0,281

Usando corre¢ao de continuidade:

P(7< X <10)=P 65-6 _ , 105=6
1,9 1,9

= P(0,263<7<2,368)=0,49111-0,10194 = 0,389

Para justificar a corre¢do de continuidade, basta atentar para a Figura 2.

o

e
S

-

? A
Ll || e
a 1 ¢ 3 4 5 8 7T & 9 W 1:1F 3 A4 Ik

Figura 2. Histograma da distribuicao binomial b(15, 0,4) e a curva normal aproximada.
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A distribuicdo normal pode ser recomendada para aproximar probabilidades binomiais,
mesmo para n tdo pequeno quanto 15, contanto que p seja proximo de 1/2. Quando p é
muito pequeno e n é grande, a distribuicdo de Poisson é mais apropriada. Como uma
norma pratica, n pode ser assumido como "suficientemente" grande para se usar a
distribui¢do normal, quando:

np(1-p) 3

sendo que a aproximagao melhora com o crescimento de 7.
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6 AMOSTRAGEM

Na realizacdo de qualquer estudo quase nunca é possivel examinar todos os
elementos da populagdo de interesse, seja por questdo de tempo ou econdmica. Outras
vezes, a andlise é destrutiva, por exemplo, de vacinas, remédios, etc. Assim, a solugao é
selecionar parte dos elementos (amostra), analisa-la e inferir propriedades para o todo
(populacao). Este é o objetivo da Inferéncia Estatistica. Dois conceitos bésicos sdo
necessarios para o desenvolvimento da Inferéncia Estatistica: populagao e amostra.
Populagao é o conjunto de individuos (objetos), tendo pelo menos uma varidvel comum
observavel.

Amostra é qualquer subconjunto da populagao.

No momento em que decidimos obter informagdes por meio de um levantamento
amostral, temos de imediato definir a populacdo de interesse e selecionar a caracteristica
que iremos estudar. A populagao-alvo é a populacao sobre a qual iremos fazer inferéncias
baseadas na amostra.

A maneira de se obter a amostra é tao importante, e existem tantos modos de fazé-
lo, que estes procedimentos constituem uma especialidade dentro da Estatistica, conhecida
como Amostragem. Tais procedimentos podem ser agrupados em dois grupos: os
chamados planos probabilisticos e planos nao probabilisticos.

O primeiro grupo retne as técnicas que usam mecanismos aleatdrios de selecao dos
elementos da amostra, atribuindo a cada um deles uma probabilidade, conhecida a priori,
de fazer parte da amostra. Mais especificamente, dizemos que um método de selecao
produz amostras probabilisticas, se ele define claramente a probabilidade de um dado
elemento vir a fazer parte da amostra.

No segundo grupo estdo os demais procedimentos, tais como: amostras
intencionais ou de "peritos", onde os elementos sdo selecionados com auxilio de
especialistas e amostras de conveniéncia, onde o critério para a selecdo dos elementos é
dado pela facilidade de acesso a esses elementos. Muitas vezes as amostras de
conveniéncia sao constituidas por voluntarios, como ocorre em testes sobre a eficiéncia de
vacinas.

Para que possamos fazer inferéncias validas sobre uma populagao a partir de uma
Unica amostra dela extraida, é preciso que esta seja representativa da populagao. Uma das
formas de se conseguir representatividade é fazer com que o processo de escolha da
amostra seja, de alguma forma aleatério, isto ¢, de modo casual. Além disso, a
aleatoriedade permite o cdlculo de estimativas dos erros envolvidos no processo de
inferéncia. Estas sdo as razdes pelas quais as amostras probabilisticas sdo preferidas.
Descreveremos a seguir os métodos mais comuns de extracao de amostras probabilisticas.
Ao descrevé-los, estaremos sempre tratando de obter uma amostra de tamanho n em uma
populagao de tamanho N.

6.1  Amostragem aleatéria simples ou amostragem aleatéria sem reposicao

Amostragem aleatéria simples ou amostragem aleatéria sem reposicio é o
delineamento amostral no qual, n distintos elementos sao selecionados de N elementos na
populacdo, de tal maneira, que cada combinacdo possivel de r elementos, é igualmente
provavel ser a amostra selecionada. A amostra pode ser obtida por r selecdes em que, em
cada passo, todos os elementos nao selecionados da populacdo, tém igual chance de
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selecdo. Equivalentemente, pode-se tomar uma sequéncia de selecdes independentes da
populacdo total, tendo cada elemento, em cada passo, igual probabilidade de selecao,
descartando selecdes repetidas e continuando até que r elementos distintos sejam obtidos.

Com este tipo de amostragem, a probabilidade que o i-ésimo elemento da
populacdo seja incluido na amostra é p; = /N, de modo que a probabilidade de inclusdo é a
mesma para cada elemento. Outros delineamentos podem atribuir a cada elemento igual
probabilidade de ser incluido na amostra, mas somente com amostra aleatéria simples,
cada possivel amostra de r elementos tem a mesma probabilidade de ocorréncia.

Uma amostra aleatéria simples pode ser selecionada escrevendo os elementos da
populacdo, numerados de 1 a N, em N cartdes, misturando-os numa urna e sorteando, sem
Leitura |26 04 28 30 22 reposicdo, r desses cartdes. Ou seja, a amostra

Peso ‘29 19 28 29 31 consiste daqueles elementos da populacdo, cujas
identificacOes correspondem aos nameros
. _ N N! g
selecionados. Existirdo ( j = m amostras possiveis diferentes de tamanho n.
r r. —-r).

Pode-se usar um procedimento alternativo, escolhendo-se numa tabua de ntmeros
aleatérios ou usando algoritmos computacionais que geram ntumeros aleatérios, n
nimeros compreendidos entre 1 e N. Os elementos correspondentes aos ntmeros
escolhidos formardo a amostra. Evidentemente, devem ser desprezados ntmeros ja
escolhidos (ja estdo na amostra).

Tébuas de ntiimeros aleatdrios sdo colecdes de digitos construidos aleatoriamente e que
simulam o processo de sorteio. A Tabela 3 apresenta um pequeno conjunto de tais
nameros.

Exemplo 1. A tabela a seguir refere-se aos pesos (kg) ao nascer de 30 bezerros da raca Gir
de uma fazenda (dados hipotéticos).

Bezerro 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11
Peso 26 32 26 19 20 22 30 31 25 20 27
Bezerro 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Peso 28 28 27 26 19 23 25 25 26 27 31
Bezerro 23 24 25 26 27 28 29 30
Peso 21 26 23 29 30 28 24 29

Extrair, sem reposicao, uma amostra aleatdria de tamanho n = 5.

Solucdo. Lendo uma coluna da Tabua I, digamos a primeira, tomamos os 5 primeiros
nuameros nado superiores a 30. Obtemos, assim, a amostra:

Leitura |25 12 2 o7 1
Peso |23 28 31 30 27

Poderiamos, também, escolher a terceira coluna. Obteriamos a amostra:
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6.2  Amostragem aleatéria simples com reposicao

Imaginemos agora que os elementos da amostra (r) sdo selecionados um de cada
vez, a partir dos elementos da populacdo (N), repondo o elemento sorteado na populagao
antes do préoximo sorteio. Com tal procedimento, qualquer elemento pode ser sorteado
mais do que uma vez. Uma amostra de elementos assim selecionados é chamada amostra
aleatéria simples com reposigdo. As r selecdes sao independentes e cada elemento na
populacdo tem a mesma probabilidade de inclusdao na amostra. Amostra aleatéria com
reposicao é caracterizada pela propriedade que cada possivel sequéncia de r unidades,
distinguindo ordem de selecao e possibilidade de inclusdo de selecdes repetidas, tem igual
probabilidade sob o delineamento amostral.

Uma vantagem prética deste tipo de amostragem é que, em algumas situagdes, é
uma conveniéncia importante ndo ser necessario averiguar se qualquer elemento nos
dados esta incluido na amostra mais de uma vez. Entretanto, para um dado tamanho
amostral r, a amostra aleatéria simples com reposi¢cdo, como serd visto no préximo
capitulo, é menos eficiente do que a sem reposi¢do para estimar o valor médio (x) de uma
populagao.

6.3  Amostragem aleatoria estratificada

Quando os elementos da populacdo estdo divididos em grupos distintos, é mais
facil e eficiente escolher, independentemente, uma amostra aleatéria simples dentro de
cada um desses grupos, os quais sdo chamados estratos.

Esta forma de amostragem é uma das mais utilizadas, j& que a maioria das
populacdes tém estratos bem definidos. Como exemplo, imagine que se deseje obter uma
amostra de vacas em lactacdo responsaveis pelo abastecimento de leite de uma usina de
beneficiamento. Deve ser considerado que esta é constituida por distintos rebanhos
(estratos) fornecedores.

Entdo, para obter uma amostra de vacas em lactacdo que seja mais representativa da
usina, deve-se selecionar uma amostra dentro de cada estrato, isto é, uma amostra dentro
de cada rebanho, e depois reunir as amostras em uma s6, constituindo assim uma amostra
estratificada.

O mais comum é utilizar a amostragem estratificada proporcional, que consiste em
selecionar os elementos da amostra entre os vérios estratos, em ntimero proporcional ao
tamanho de cada um dos estratos. Deste modo, sendo:

N - o nimero de elementos da populagao

L - o numero de estratos

Ni - o numero de elementos do estrato i

n - o tamanho da amostra a ser selecionada,

onde:
N=Ni1+Nx+..+Np

calcula-se a fragdo de amostragem por f = %, e 0 numero de elementos a serem sorteados

em cada estrato sera:

N1.f, Nof, ..., NpL.f
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Exemplo 2. Supondo que se deseje estimar a taxa de ocorréncia de mastite sub-clinica em
vacas em lactacdo que abastecem a usina de beneficiamento, extrair, sem reposicdao, uma
amostra estratificada de tamanho n = 8, considerando que ha dois rebanhos fornecedores:
A e B, respectivamente, com 10 e 35 vacas em lactagao.

Solucdo. No rebanho A as vacas sao numeradas de 1 a 10 e no B de 1 a 35. A fragao de
amostragem é:

8
=—=0,18
4 45

De cada estrato (rebanho) serdo sorteados respectivamente na e np elementos
(vacas):
na=0,1810=18=2
ng=0,1835=63=6

Escolhendo uma coluna da Tabua I, digamos a segunda, obtemos o resultado:

Estrato |A B
Leitura 09 01 09 01 06 15 35 12

Z

Extraida a amostra, a taxa de ocorréncia de mastite sub-clinica é estimada
pesquisando a ocorréncia da doenca na mesma.

Dentre as vantagens da amostra estratificada destacam-se:
a) Os dados sdo geralmente mais homogéneos dentro de cada estrato do que na
populacdo como um todo;
b) Podem-se obter estimativas separadas dos parametros populacionais para cada estrato
sem selecionar outra amostra e, portanto, sem custo adicional;
c) Na amostragem casual simples, as unidades amostradas podem ndo cobrir todos os
elementos da populacado, principalmente quando n é muito menor do que N. Entdo, a
amostragem estratificada é mais eficiente e preferivel a aleatéria simples.

6.4 Amostragem por conglomerado

Uma amostra por conglomerado é uma amostra aleatdria, na qual cada unidade de
amostragem é um grupo, ou conglomerado, de elementos.

O primeiro passo para se usar esse processo € especificar conglomerados
apropriados. Os elementos em um conglomerado devem ter caracteristicas semelhantes.
Como regra geral, o niimero de elementos em um conglomerado deve ser pequeno em
relagdo ao tamanho da populagdo e o nimero de conglomerados, razoavelmente grande.

Tanto na amostragem estratificada, como na amostragem por conglomerado, a
populacdo deve estar dividida em grupos. Na amostragem estratificada, entretanto,
seleciona-se uma amostra aleatéria simples dentro de cada grupo (estrato), enquanto que
na amostragem por conglomerado selecionam-se amostras aleatérias simples de grupos, e
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todos os elementos dentro dos grupos (conglomerados) selecionados farao parte da
amostra.

A amostragem por conglomerado é recomendada quando:
a) Ou nao se tem um sistema de referéncia listando todos os elementos da populagao,
ou a obtencdo dessa listagem é dispendiosa;
b) O custo da obtencao de informacdes cresce com o aumento da distancia entre os
elementos.

Exemplo 3. Supondo agora que se deseje estimar a taxa de ocorréncia de mastite sub-
clinica em vacas em lactacdo considerando varias usinas de beneficiamento, como deve ser
escolhida a amostra?

Solucdo. A amostragem aleatéria simples é invidvel, pois pressupde uma listagem de
todas as vacas em lactagdo que abastecem as usinas, o que é muito dificil de se obter.

A alternativa da amostragem estratificada é também inviavel, ja que aqui também é
necessaria uma listagem dos elementos por estrato (rebanho).

A melhor escolha é a amostragem por conglomerado. O sistema de referéncia pode
ser constituido por todos os rebanhos fornecedores de leite as usinas. Cada rebanho é um
conglomerado. Extrai-se uma amostra aleatdria simples de rebanhos e neles pesquisa-se a
ocorréncia de mastite em todas as vacas em lactacao.

6.5 Amostragem sistematica

Neste processo de amostragem, os elementos sdo selecionados para a amostra por
um sistema pré-estabelecido, que seja completamente alheio a natureza da varidvel em
estudo. Assim, uma amostra sistematica de tamanho n pode ser constituida, como uma
sugestao, dos elementos de ordem

k,k+r k+2r k+3r, ..

onde: k é um ntmero inteiro escolhido aleatoriamente entre 1 e n e r é o inteiro mais
proximo da fragao N/n. Por exemplo, se a populagao tem 100 elementos (N = 100) e vamos
escolher uma amostra de tamanho 6 (n = 6), k é um inteiro escolhido aleatoriamente entre

leber= m=1 6,6=17. Se k = 3, a amostra serd composta pelos seguintes elementos:

3 20 37 54 71 88

Se o tamanho da populacao é desconhecido, ndo podemos determinar exatamente o
valor de r. Escolheremos intuitivamente um valor razoavel para r.

Nos casos em que a populacdo estd organizada, a amostragem sistematica é
preferivel a amostragem aleatéria simples, porque é mais facil de executar, estando,
portanto, menos sujeita a erros.

Exemplo 4. Vamos supor que um pesquisador pretenda obter uma amostra de prontudrios
veterindrios para estudar a proporcdo de cdes internados devido a cinomose. Se o niumero

2

do prontudrio é conferido por ordem de chegada do animal no hospital e é razoéavel
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pressupor que a ordem de chegada independa do motivo de internamento, o pesquisador
pode obter uma amostra sistemaética selecionando todos os prontudrios cujos ntmeros
terminam em determinados digitos, digamos 2. Assim, a amostra serd constituida de
prontuarios de ordem 2, 12, 22, 32, ..., o que corresponde a k =2 e r = 10, de acordo com o
esquema anterior.
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7  ESTATISTICA E DISTRIBUICAO AMOSTRAL

A estatistica se interessa por conclusdes e predicdes originadas de resultados eventuais
que ocorrem em experimentos ou investigacdes cuidadosamente planejados.

Esses resultados eventuais constituem um subconjunto ou amostra de medidas ou
observagdes de um conjunto maior de valores, chamado populacao. No entanto, nem
todas as amostras prestam para validar generalizacdes a respeito de populagdes, das quais
foram obtidas. Muitos dos métodos de inferéncia sao baseados em amostras aleatorias
simples com reposicao.

71  Amostra aleatdria simples com reposicao

Definicdao 1. Uma amostra aleatdria simples com reposicio de tamanho n de uma
variavel aleatéria X com uma dada distribuicdo é o conjunto de n variaveis aleatorias
independentes X1, X2, ..., Xn, cada uma com a mesma distribuicdo de X. Assim, por
exemplo, se X tem distribuicao b(n, p), cada X; tera distribuicao b(n, p).

7.2  Estatisticas e parametros

Definicao 2. Estatistica ou estimador é qualquer funcdo de uma amostra aleatéria
(férmula ou expressao), construida com o propodsito de servir como instrumento para
descrever alguma caracteristica da amostra e para fazer inferéncia a respeito da
caracteristica na populagao. A(o)s mais comuns sao:

X= lZX . :média da amostra
ni-
) I 1

= DX, -X) = —I(Z:Xl.2 — X?) : varidncia da amostra
n—1ig n—1"5

]

X _ (nimero de elementos da amostra que apresentam a caracteristica) . proporcao da amostra

ﬁ =
n (tamanho da amostra)

Definicdo 3. Parametro é uma medida usada para descrever uma caracteristica da

populacao.

Pardmetros sdo fung¢des de valores populacionais, enquanto que estatisticas sao fungdes
de valores amostrais. Os simbolos mais comuns sao:

Estatistica Populacao
Média: X, E(X)=p
Variancia: s2 o2

N°de elementos: n N
Proporgao: p p
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7.3  Distribuicao amostral

Toda estatistica, sendo uma funcdo de uma amostra aleatoéria X1, X», ..., Xy, € também uma
variavel aleatoria e tem uma distribuicio. Embora, em uma dada situacdo estaremos
limitados apenas a uma amostra e um valor Ginico correspondente a estatistica; em relacao
a varias amostras, a estatistica muda de valor de acordo com a distribuicdo determinada a
partir daquela que controla a amostra aleatéria. O ponto importante é que o
comportamento da estatistica pode ser descrito por alguma distribuicdo de probabilidade.
Assim, cada estatistica € uma varidvel aleatéria e sua distribuicdo de probabilidade é
chamada distribuicdo amostral da estatistica. Esquematicamente, teriamos o
procedimento apresentado na Figura 1, onde 8 é o parametro de interesse na populagao e ¢
é o valor da estatistica T para cada amostra.

POPULACAO AMOSTRAS

/’ﬁ@
/—>\2@

/’\@
k .
(a)
Figura

1: (a) amostras retiradas da populagdo, de acordo com certo procedimento, e (b)
distribui¢do amostral da estatistica T.

LY S

(b)

O exemplo abaixo ilustra como a distribuicdo da média amostral pode ser determinada
por uma situagdo simples, quando o tamanho da amostra é 2 (n = 2) e a distribuicao da
populagao é discreta.

Exemplol. Seja a varidvel aleatéria X que denota o ntimero de dias de internacdo de um
cdo em um hospital veterindrio depois de uma particular cirurgia. Considerando a
populacdo de todos os cdes submetidos a cirurgia, suponha que X tem a distribuicdo de
probabilidade apresentada na Tabela 1. Uma amostra aleatéria simples com reposigao (X,
X2) de 2 caes (n = 2) é tomada nesta populagdo. Qual a distribui¢do do namero médio
amostral de dias de internacao, ou seja:

X +X, _

2

X = ?

Tabela 1. Distribuigdo de probabilidade de X
x ‘ o 1 2 3

p(x) ‘ 02 04 03 01
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De acordo com a definicdo de amostra aleatéria simples com reposicdo, X1 e X2 sdo
varidveis aleatdrias independentes, cada uma tendo a distribuicdo dada na Tabela 1. Deste
modo, a distribuicdo conjunta de duas varidveis aleatérias independentes (Tabela 2) é
obtida multiplicando-se as probabilidades marginais. Por exemplo:

P(X1=0, X2 = 1) = P(Xq = 0)xP(Xz = 1) = 0,2x0,4 = 0,08

A distribuicdo de X é obtida por meio da Tabela 2, listando os possiveis valores de X .
Em seguida, para cada valor de X, identificamos as células na referida tabela, cujos
valores (X1, X2) produzem um especifico valor de X . Entdo, somamos as correspondentes
probabilidades celulares. Por exemplo:

X =1,5 quando (X1, X2) = (0, 3), (1, 2), (2, 1) ou (3, 0), tal que P[X=1,5]=0,02+ 0,12 + 0,12 +
0,02 = 0,28. Procedendo de modo analogo, obtemos a distribuicdo amostral da estatistica
X (Tabela 3).

Tabela 2. Distribuigao conjunta de Xj e Xo:

X2
X 0 1 2 3 Z'linha
0 0,04 008 0,06 0,02 |0,20
1 008 016 012 0,04 | 0,40
2 006 012 0,09 0,03 | 0,30
3 0,02 004 003 001 |00
2 coluna 020 040 030 0,10 | 1,00
Tabela 3. Distribuicdo amostral de X = X1+ X2 :
Valor de X ‘ 0 05 1 1,5 2 25 3 ‘Total
Probabilidade

004 016 028 028 017 0,06 1,0
0,01

74 Distribuicao amostral da média e o teorema limite central
Resultados importantes:

1. Se X1, X2, ..., Xn constitui uma amostra aleatéria simples com reposicao de uma
populagao que tem média p e varidncia o2, entdo:
2

E(X)=pe Var(X)=—
n
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Verifiquemos essas relagdes, considerando a varidvel aleatéria discreta exemplificada

(Exemplo 1):
Distribuicao de X:
X 0 1 2 3 Total
p(x) 02 04 03 01 1,0
x xp(x) 0 04 06 1,3
x> xp(x) 0 04 1,2 0,9 2,5

pu=E(X)= Y xxp(x) =1,3
6%=E (X)) - [E(X)P= 3 xx p(x)-[> xx p(x)f

c2=25-(1,3)* =081

Distribuicdo de X :M:
X 0 0,5 1 15 2 25 3 Total
p(x) 004 016 028 028 017 0,06 0,01 1,0
X% p(X) 0 008 028 042 034 015 0,03 1,3
X *xp(X) 0 004 028 063 068 0375 0,09 | 2,095

E(X)=) Xxxp(x)=13=E(X)

Var(X)=E(X) ~[EQOT =Y %> x p(x)-[E(X)T

2
Var (X) = 2,095 (1,3)° = 0,405 = & = 281
n
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Assim, a distribuicdo da média amostral, baseada em uma amostra aleatdria simples com
reposicao de tamanho n, tem:

E(X)=p (média da populagao)
2
Var(X) =2 (variancia da populacao)
n

(@

dp(X) = T (desvio padrdo da populagao / Jn ) = erro padrao da média

O desvio padrao da média[dp(X)] e o erro padrdo da média sdo termos equivalentes. O

erro padrao da média é geralmente usado para evitar confusdo com o desvio padrao (o)
das observacoes.

Esses resultados mostram que a distribuicio da média amostral (X ) é centrada na média
populacional p e que o calculo de X produz uma estatistica que é menos variavel do que
uma observacdo individual (X). Com o aumento do tamanho da amostra (1), o desvio
padrdo (dp) da distribuicio de X diminui. Isto significa que quando 7 torna-se grande,
podem-se esperar valores de X mais préximos de p, a quantidade que se pretende
estimar.

Normalmente ndo se tem vérias amostras para se obter estimativas multiplas da média.
No entanto, é possivel estimar o erro padrao da média usando o tamanho da amostra (n) e
desvio padrao (s) de uma tinica amostra de observagdes. O erro padrao da média é, entao,
estimado pelo desvio padrao das observagdes dividido pela raiz quadrada do tamanho da
amostra.

A medida que o tamanho da amostra aumenta, o desvio padrdo da amostra (s) ira flutuar,
mas ndo vai aumentar ou diminuir de forma consistente. Torna-se uma estimativa mais
precisa do desvio padrao paramétrico (o) da populacdo. Em contraste, o erro padrao da
média torna-se menor quando o tamanho da amostra aumenta. Com tamanhos amostrais
maiores, a média da amostra torna-se uma estimativa mais precisa da média paramétrica
(), pois o erro padrdao da média torna-se menor.

Os resultados precedentes sdao principalmente de interesse tedrico. De valor préatico maior
sdo dois outros resultados, que serdo mencionados a seguir, sem demonstra-los:

2.Se X é amédia de uma amostra aleatéria simples com reposicao, de tamanho n, de uma
populagao normal, com média p e variancia 6?, sua distribuicdo é normal, com média ue
. . O
varidncia —.
n
O outro é o teorema limite central (ou teorema central do limite):

3. Em uma amostra aleatéria simples com reposicdo de uma populagdo arbitraria, com

P .

média p e variancia c*, a distribuicio de X, quando n é grande, é aproximadamente
2

gy A . O
normal, com média p e varidncia — . Em outras palavras,
n

7=X7H

_G/\/;

é aproximadamente N (0,1)

Uma ilustragdo grafica do teorema limite central aparece na Figura 2, onde a distribuicdo
da populagao representada pela curva continua é uma distribuicdo continua assimétrica,
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com p =2 e c =1,41. As distribuicdes da média amostral X para tamanhos amostrais 1 = 3
e n = 10 sdo representadas no gréfico pelas curvas pontilhadas, indicando que, com um
aumento de n, as distribuicGes amostrais tornam-se mais concentradas ao redor de p,
assemelhando-se a uma distribui¢ao normal.

Il \
/| \\\
/ I ‘ \for n=23
ll | _
VRN
< | | | S~
0 1 I 3 4 5 6
Valaor

Figura 2. Distribui¢des de X para n = 3 e n = 10 amostradas em uma
populacdo com distribui¢do assimétrica (curva continua).

Na pratica, a aproximacao é usada quando n > 30, indiferente da forma da populacao
amostrada.
Aplicagao do teorema limite central

O teorema limite central tem muitos aspectos praticos tteis: se X é a média amostral,
podemos calcular:

Pa<X <p)=p(2 R 7071,

G/\/; G/\/;

aproximadamente, usando tabelas da distribuicdo N(0,1), qualquer que seja a distribuicdo
de X.

As distribuigdes de outras estatisticas, por exemplo, da propor¢do amostral p (veja item
3.2), também podem ser aproximadas pela distribuicdo normal, assumindo n grande.

Exemplo 2. Seja uma maquina de empacotamento de um determinado sal mineral, cujos
pesos (em kg) seguem uma distribuicao N(50, 2). Assim, se a méquina estiver regulada,
qual a probabilidade, colhendo-se uma amostra de 100 pacotes, da média dessa amostra
diferir de 50 kg em menos de 0,2828 kg?
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Solucao:

49,7172-50 _ X—pn 50,2828 -50

< <
J2/10 o/In J2/10

P (49,7172 < X <50,2828) =P ( )

=P (-20<Z<20)

=2xP(0<Z<20)=2x0,47725

=(0,9545

Ou seja, dificilmente 100 pacotes terdo uma média fora do intervalo ]149,7172; 50,2828].
Caso apresentem uma média fora desse intervalo, pode-se considerar como sendo um
evento raro, e sera razoavel desconfiar que a maquina esteja desregulada.

Amostras sem reposicao de populagdes finitas

Supondo uma populacdo com N elementos, se a amostragem for feita sem reposicao,

2
_ o N
E(X)= p continua a valer, mas Var(X) = o . n
n N-1

, em que N_%_l é o fator de
correcao para populacao finita.

A varidncia da média amostral com este tipo de amostragem é menor do que com
reposicdo, pois ela é igual a N_l%\l—l vezes a varidncia da média amostral, quando a
amostragem é com reposicdo (62/n). Disto se deduz que a amostragem sem reposigao é

mais eficiente do que a com reposicao para estimar o valor médio (pn). No entanto, se a
populacdo for grande quando comparada com o tamanho da amostra (n), o fator de

. gt 2 . N .
correcao sera proximo de 1 e Var(X)=© 4 , consequentemente, a diferenca na eficiéncia

entre o dois tipos de amostragens torna-se desprezivel. Esta aproximagao pode ser usada,
sen < 5% N.
Note que quando n se aproxima de N, o fator de corre¢do se aproxima de zero, de modo

que a Var(X) também se aproxima de zero.

7.5 Distribuicao amostral da propor¢ao

Designemos uma varidvel X para cada ensaio de Bernoulli, onde hd somente dois
resultados possiveis: Sucesso (S) e Fracasso (F), com P(S) = p. Neste contexto,
considerando n ensaios independentes, X1, Xo, ... , X, constitui uma amostra aleatdria
simples com reposicdo. Como os resultados individuais sdo 0 (fracasso) ou 1 (sucesso),

n
ZX ; € o numero de resultados em n ensaios, que correspondem aos sucessos (ou ao
i=1
namero de elementos amostrados que possuem uma especifica caracteristica), porque aos
resultados que correspondem aos fracassos, estdo associados o valor zero. Entdo,
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n
T=X1+Xo+..+Xy= ZX . = numero de sucessos em n ensaios. Portanto, a proporcdo
i=1

n

>x

amostral de sucessos é p=—=-"-1—=X ouseja, p ¢éigual a média da variavel aleatéria

noon
Xi(i=12..,n).
T tem distribuicdo binomial b(n, p), com média np e variancia npg. Consequentemente,

E(ﬁ):E(ijlEm:lnp:p
n n n

Var(p) = Var(zszzVar(T) :LGpq ya
n) n n n

Assim, pelo Teorema Limite Central, quando n é grande, a propor¢do amostral p de
sucessos em 1 ensaios de Bernoulli tem distribui¢do aproximadamente normal com média
p e variancia raq ;e
n
7_ PP
pqln

é aproximadamente N (0, 1)

Multiplicando-se o numerador e o denominador de Z por n e notando-se que np=T,
pode-se também escrever
T —
Z :ﬁ ~ N (0/ 1)1
npq
que foi o estabelecido na aproximagdo normal a binomial.

Exemplo 3. Um lote 625 vacas foram inseminadas com sémen que possui indice de
tertilidade (p) de 70%. Qual a probabilidade de se encontrar mais de 72% (450) de vacas
prenhes?

Solucao:
n=625p=0,70
P(p>0,72)= P(Z > M) = P(Z >1,09) = 0,50—0,36214 = 0,1379
0,70% 0,30
625
Ou P(T >450)= P(Z > 450 — 4375 Y= P(Z >1,09)=0,1379

40,7.0,30.625

7.6 Estimacao de uma propor¢ao binomial

Consideremos os tipos de problemas, onde o parametro é a propor¢do p de uma
populacdo, tendo uma especifica caracteristica. Quando n elementos sdo aleatoriamente
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amostrados da populacdo, os dados consistirdao da contagem X do namero de elementos
amostrados possuindo a caracteristica. O senso comum sugere a propor¢ao amostral:

-,

como um estimador de p. Quando n é uma pequena fracao do tamanho da populagao,
como geralmente é o caso, observacdes a respeito de n elementos podem ser consideradas
como sendo de n ensaios independentes de Bernoulli, com probabilidade de sucesso igual
ap.

Quanto as propriedades desse estimador, primeiro nota-se que a contagem amostral
X tem distribuicdo binomial b(n, p), com média np e variancia npq, onde q = 1 - p.
Consequentemente,

E(p)=E(*)=LE(X) =%=p

~ npq _ pq
_ Xy 1 — —
Var(p)=Var(s) =5Var(X)=—= —
O primeiro resultado mostra que p é um estimador ndo viciado de p. O segundo,
que p tem uma varidncia que é menor do que a varidncia de qualquer outro estimador

nao viciado. O erro padrao desse estimador é dado por:

dp(p)= \/%

o qual pode ser obtido substituindo p e g pelas suas respectivas estimativas amostrais, ou

A A

seja pe ¢, naformula, ou dp(p)= s
n

Assim, como foi observado no item anterior, quando n é grande, p é aproximadamente

Pi. o 5 PP

distribuido como normal, com média p e desvio padrao,— ;
n pqln

aproximadamente N (0, 1).
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8  ESTIMACAO

A maioria dos trabalhos em estatistica é realizada com o uso de amostras aleatodrias
extraidas de uma populacdo, na qual se deseja fazer um determinado estudo.

A parte da estatistica que procura deduzir informagdes relativas a uma populagao,
mediante a utilizacdo de amostras dela extraidas, é denominada Inferéncia Estatistica.
Um dos problemas da estatistica é a estimativa de parametros populacionais (média,
variancia, proporgao, etc), mediante o uso de uma estatistica amostral (média amostral,

variancia amostral, proporgao amostral, etc).

Definicao. O valor numérico da estatistica ou estimador de um parametro, calculado para
uma amostra observada, é chamado de estimativa desse parametro.

A diferenca entre estatistica e estimativa é que a estatistica é uma variavel aleatéria, e a
estimativa é um particular valor dessa variavel aleatoria.

8.1 Propriedades de um bom estimador
8.1.1 Consisténcia

Consisténcia é uma propriedade por meio da qual a acuracia de uma estimativa aumenta
quando o tamanho da amostra aumenta.

Um estimador (0) é chamado consistente se a probabilidade dele diferir do verdadeiro
valor 8 em menos do que ¢, onde ¢ é um nimero arbitrario positivo e pequeno, tende a 1,
quando o tamanho da amostra (n) aumenta; ou seja, se

lim P( é—e‘)zl

n—>0

Isto significa que, quando n aumenta, a estimativa 6 torna-se mais provavel estar proxima
(dentro de uma distancia fixada pequena, * ¢) do verdadeiro parametro 0. Isto é uma

propriedade assintética de um estimador. Ela é aplicada a amostras "suficientemente
grandes". As condicdes suficientes para um estimador ser consistente sao:

limE©)=0 e limVar(9) =0

n—ow n—>0

Vejamos um exemplo para ilustrar. Considere a distribuicdo amostral da média, baseada
em amostras aleatérias simples com reposicdo de tamanho n; obtém-se

- - Var(X) . _
E(X)=pneVar(X) =M. A medida que n cresce a distribuicdo de X torna-se mais
n

concentrada em torno de p. Diz-se que X é um estimador consistente da média da
populacdo (n). Do mesmo modo, o estimador p é tal que Var(p) — 0, quando n —
chamamo-lo de consistente devido a este fato e a que E(p ) = p.

8.1.2 Nao viciado ou nao viesado

Um estimador, 0, como uma varidvel aleatoria, tem uma certa distribuicdo em repetidas
amostras de tamanho #n. Em uma particular amostra, o valor calculado pode desviar em
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mais ou menos de 0, mas espera-se que, em média, ele determine o verdadeiro valor (0).
Nao viciado é uma propriedade que assegura que, em média, o estimador é correto.

A

O estimador 0 é chamado ndo viciado ou imparcial se seu valor esperado ou médio for

A

igual ao verdadeiro valor do parametro, 9, isto é, E (é) =0. Qualquer estimador 0, para o

qual E (é) =0+b(0), com b(0) %0, é chamado viciado; a quantidade b(6) é chamada vicio
ou viés.

Por analogia com experimentos quimicos ou bioquimicos, o vicio corresponde ao "erro
sistematico" ou "erro do método". Um quimico pode usar um certo método para o qual os
resultados obtidos, em experimentos repetidos, podem ser muito préximos um do outro,
mas, em média, ndo dao a resposta correta. Situagdo similar pode ocorrer com um
estatistico na construcao de um estimador. Todavia, nem sempre é necessério preocupar-
se em obter um estimador nao viciado, pois quando o tamanho da amostra aumenta,

olim E£(0) =0, tal que O ¢é assintoticamente ndo viciado.

n—>o
Exemplos. Como foi mostrado, E (X)=p,isto é, X é um estimador no viciado da média
da populacdo (n) e E(p)=p, ou seja, pé um estimador ndo viciado de p. Estes
estimadores nada mais sao do que as proprias definicdes dos respectivos parametros, mas
aplicadas a amostra.

Por outro lado, o estimador da varidncia da populagio o’ :%Z(xi—)_c)z, dado por
i=1

. 1 & _ , .. )
62 =— z (x, - x)%, é viciado, pois, como pode ser demonstrado,

2

A2\ ol 2 _ 2 2 . .
E(6")="1c"=0"-+0", onde bh(c’)=-1c’. Tomando-se o estimador "ajustado"

=

2.5 =5"=-L) (x,—X)*, entdo s2 é um estimador nao viciado para o2, porque E(s2)

no. n . - g e a
= ( " sz i E(6%)= o2. Por esta razdo, s2 foi definido como a variancia amostral. No
n —

entanto, para n— o, tém-se para ambos os estimadores: lim E(6%) =lim E(s*) = c”, isto &,
n—>o0 n—>w

67 e s? sdo assintoticamente nio viciados.

Deve ser mencionado que, embora s? seja um estimador nao viciado da variancia o?, s ndo
é um estimador ndo viciado do desvio padrdo o. Também pode ser mostrado que um
estimador nao viciado da covaridncia entre duas variaveis X e Y, é a covaridncia amostral:

Cov(X,Y) =ﬁi(% = X)W, =y)-

i=1
8.2 E
stimativa por ponto e por intervalo

A estimativa de um parametro populacional dada por um tnico valor para a estatistica é
denominada estimativa por ponto. Por exemplo, a estimativa pontual da média
populacional p é feita por um valor X . Todavia, esse procedimento ndo permite julgar
qual a possivel magnitude do erro que se esta cometendo. Dai surge a idéia de construir os
intervalos de confianca, que sdo baseados na distribuicdo amostral do estimador pontual.

A estimativa de um pardmetro populacional dada por dois valores a e b (a < b), entre os
quais se considera que o parametro esteja contido, é denominada estimativa por intervalo.
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As estimativas por intervalo indicam a sua precisao ou exatiddo, por isto sao preferiveis as
estimativas por ponto. A declaracdo da precisdo de uma estimativa por intervalo
denomina-se grau de confianca ou nivel de confianca. Dai a denominacio de Intervalo
de Confianga.

Exemplo 1. Dizendo-se que o didmetro da artéria aorta em bovinos tem uma medida de
1,75 cm, esta-se apresentando uma estimativa por ponto. Por outro lado, se for dito que o
didmetro mede 1,75 + 0,05 cm, a estimativa é por intervalo, isto é, afirma-se que o diametro
da aorta estd entre 1,70 e 1,80 cm.

8.3 Estimativas por intervalos de confianca

Formalmente, seja X1, Xo, ... ,X» uma amostra aleatéria de tamanho n e 6 um parametro
desconhecido da populacdo. Um intervalo de confianca para 6 é um intervalo construido a
partir das observagdes da amostra, de modo que ele inclui o verdadeiro e desconhecido
valor de 0, com uma especifica e alta probabilidade. Esta probabilidade, denotada por 1 -
o, é tipicamente tomada como 0,90; 0,95 ou 0,99. Indica-se por:

P@<6<b)=1-a

Entao, o intervalo ] a, b [ é chamado intervalo com 100 (1 - a)% de confianga para o
pardmetro 6, onde: 1 - a ¢é o nivel de confianc¢a associado ao intervalo e a e b sdo os
limites de confianga, inferior e superior, respectivamente, do intervalo.

8.3.1 Para a média populacional (u)
(a) Caso em que n é grande e o conhecido.

O desenvolvimento de intervalos de confianca para p é baseado na distribuicao amostral
de X . Sabe-se que, pelo Teorema Limite Central, se o tamanho da amostra (1) é grande,

Z= X-u é aproximadamente N(0,1).

G/\/;

Usando-se a tabela da distribuigdo N(0,1), pode-se determinar um valor Z% , tal que :

P(- <Z< =1-
(z% Z%) o

P(- Z‘V c/\/_<Z(V)_1 o

a/2

P(—ZA\/_<X u<20/%):1—0c

P(_)?_Z(%T<_H<_)?+Z(%%):1_
2 Aln 2 Aln

P(f—z%%<u<f+z%%):l—a

onde:
)?—ZO/G/ n=a e X+z G/\/_—b
2
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c ~ L g
——= =03 = erro padrdo da média
. An
Denomina-se:
G . . ;g
z,, —= = erro da estimativa da média
%2 n

Se 1-a=0,95
P(X -1,96

(o) (&)

T In

Esta expressao deve ser interpretada do seguinte modo: construidos todos os intervalos da
forma X +1,96 6X, 95% deles conterdo p (veja Figura 1). Lembrando que p ndo é uma
variavel aleatéria, mas um parametro, isto ndo é o mesmo que dizer que p tem 95% de
probabilidade de estar entre os limites indicados.

<pu<X+1,96—)=0,95

Populago

{y x|

B+ 1,960;

A I S

x|
-

{
L
]

£

95% dos intervalos contém p

Figura 1. Significado de um IC para p, com (1 - ) = 0,95 e 62 conhecido

Selecionada uma amostra, encontrada sua média (x.) e sendo conhecido cx, pode-se

construir o intervalo:
x, 1,960

Este intervalo pode ou ndo conter o pardmetro p, mas, pelo exposto acima, tém-se 95% de

confianga de que o contenha.
Indica-se um intervalo de 100 (1 - a)% de confianca para p, quando n é grande e o

conhecido, por:
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IC(n:1-a)=]x— ;X+z

o o [
Z — —
% \n % Jn
Se 1-a)=09 — ZO/ =1,96
2
Em um intervalo com:

nivel de confianga (1 - o) fixo, se o tamanho da amostra (n) aumenta, a amplitude do

intervalo (A =2.z 0" %/H) diminui;

n fixo, se (1 - a) aumenta, A também aumenta, pois o valor de ZO/ aumenta.
2

Exemplo 2. Considerando uma amostra de 100 animais da raga Nelore, onde o peso médio
a desmama ¢é 171,70 kg, encontre um IC de 95% para p, supondo que o desvio padrao da
populacdo (o) seja igual a 7,79 kg.

Solucao:

IC(u:95%)=171,70kg £ 196 1> <2

: =]170,17kg;173,23kg[

(b) Caso em que n é grande e o desconhecido

Para grandes amostras, a afirmacdo probabilistica
}%f—Z%G/J;<LV<X+Z%G/J;)=1—G
2 2

é ainda correta, mas como ¢ é desconhecido, o intervalo ndo pode ser construido.
Entretanto, como n é grande (n > 30), a substituicio de ¢ pelo desvio padrdo amostral (s)
nio afeta apreciavelmente essa afirmacio probabilistica, pois o valor numérico de s é

X-u é aproximadamente N(0,1). Assim,
s/\In

uma estimativa acurada de 6, de modo que Z =

0 IC(n:1- a) é dado por:

_ S _ S
X—z  —;;X+z, ,—
(c) Para a média populacional p com base em amostras pequenas (n < 30)

Se X1, Xz, ..., Xn € uma amostra aleatéria de uma populagdo com distribuicdo normal N (u,
62?), a média amostral X éexatamente distribuida como N (1, "% ). Sendo ¢ conhecido, o
IC(u:1-0a)édado por:

— (¢) _
xx Z% ﬁ, o qual é construido a partirde Z = XTH (1)

(5/\/;
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Quando o é desconhecido, como é tipicamente o caso, uma aproximagado intuitiva é
substituir o por s em (1) e considerar a razdo:

p=2H

s/\n

Essa substituicdao, embora, ndo altere consideravelmente a distribuicio em amostras
grandes, ela causa uma consideravel diferenca se a amostra for pequena. A notacado t é
requerida porque a varidvel aleatéria no denominador (s) aumenta a varidncia de t para
um valor maior do que um (1,0), de modo que a razao nao é padronizada.

A distribuicdo da razao t, quando é razoavel assumir que a distribuicdo da populagao é
normal, é conhecida como distribuicao t de Student com r = n - 1 graus de liberdade. A
qualificacdo "n - 1 graus de liberdade" é necessaria porque para cada diferente tamanho de
amostra (n) ou valor "'n - 1", hd uma diferente distribuicdo t.

Grau de liberdade (gl) é conceituado como o namero de valores independentes de uma
estatistica. Tomando como exemplo o estimador s?2 de o2 foi visto no item 2 que a
quantidade (n - 1) é o divisor que aparece na férmula de s2. Isto significa que para um

5 Z(X ~X)?

n-1
calculando-se (n-1) desvios (independentes): (x; —X),(Xx, —X), K ,(x,,—X),

tamanho amostral n, S é baseado em (n - 1) graus de liberdade, ou seja,

remanescente (X, — X) pode ser obtido por diferenca, pois Y (X, —X) =0.

As distribuicdes t sdo simétricas em torno de zero, E(f)=0, mas tém caudas mais

espalhadas, Var(t) = ! 5 _I _; , do que a distribuicao N(0, 1). Entretanto, com o aumento
r— n—

de r, a distribuicdo t se aproxima da distribuicdo N(0, 1), pois a Var(t) tende a um (1).

. ) X . . )
Assim, quando n é grande (n > 30), a razao 2~F  como mencionado anteriormente, ¢

s/In
aproximadamente normal padrdo. A equivaléncia entre as distribuicdes t e N(0, 1) quando

n é grande, pode ser verificada comparando os valores da distribuicdo ¢, com infinitos ()
graus de liberdade, com os da normal padrao (Tabelas 3 e 4, respectivamente).

Pode-se Concluir da distribuicdo t, que
P(- tO/ \/_ < t(%) (2)

em que tq2 é obtido na tabela da distribuicdo t com r = n - 1 graus de liberdade (Tabela 4),
a qual fornece valores tqp, tais que P(-tg2 <t < tgp) = 1 - a, para alguns valores de a (ou,
como simbolizado na tabela, de p) e r. Rearranjando os termos dentro dos parénteses da
expressao (2), temos

P(x - <U<x+t

i)—l—oc
‘V[ “dn
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Portanto, um IC (u : 1- ) é obtido de Xx=*¢ Aqui, o comprimento do intervalo de

s
N

confianca (2xt, —— \/_ tal como no caso em que o tamanho da amostra é grande

s 2 . o . . ~
(2xz%T), é uma variavel aleatéria, pois envolve o desvio padrao amostral (s). Na
n

situagdo em que o é conhecido, ao contrario, todos os intervalos sao de mesmo
comprimento.

Exemplo 3. Uma amostra de 10 caes sofrendo de uma determinada doenca apresentou um
tempo de sobrevivéncia médio de 46,9 meses e o desvio padrao de 43,3 meses. Determinar
os limites de confianca de 90% para p.

Solucao: X, =469 meses s=433 meses
1-0=0,90 n-1=9 t,, =1833
Ve

43,3

T 10

Portanto, IC(n:90%)=1]21,8; 72,0

Limites de confianga para p: X £¢ =21,8 e 72,0 meses

8.4 Intervalo de confianca para o pardmetro binomial p

Fazendo uso do fato que, para n grande, a distribuicdo binomial pode ser aproximada com
X —np

vonp(1-p)

a normal, isto é que a varidavel aleatéria Z= tem distribuicao

aproximadamente N(0,1), pode-se escrever:

P(—z <—x—np <z H)=1-
% npi-p) %
Dividindo-se o numerador e o denominador de Z por n, temos:

/L )

(—z <z ,)=1
0‘2 1-p %
p( %

Um intervalo com (1-0)100% de confianga aproximado para p é obtido, escrevendo (1)
como

P(p-z, Wfp(_ <p<p+z ‘/ )—1

onde p ( n é a proporcdo dos elementos da amostra que possuem uma particular

caracteristica.
Substituindo p, visto que é desconhecido, por seu estimador p dentro das raizes, obtém-

. p( -P) . p(-p)
. <p<p+
se P~ (% p<p Z% "
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A A A

Portanto, 1p-z, ﬂ<p<[9+za ﬂ[
%\ n %\ n

é o intervalo de (1 - a)100% de confianga para p. Indica-se por IC (p : 1- ).
O efeito de se utilizar uma estimativa do desvio padrao [1/13 %j no IC é desprezivel

quando 7 é grande (n > 30).

Exemplo 4. Suponha que em n = 400 animais sdo administrados uma droga, obtendo X =
320 sucessos, ou seja, 80% dos animais melhoraram. A partir destes dados, obtenha um IC
para p, com 1 - a = 0,90.

Solucdo:  p =320/400=0,80 4 =0,20

0,80.0,2

IC=0,80+1,64 =10,767;0,833[

Portanto, IC(p : 90%) = 10,767 ; 0,833

8.5 Caélculo do tamanho da amostra

8.5.1 Para estimacgao de p

Supondo o conhecido, o erro da estimagdo de p por X é Fixando um erro

, o
% T

méximo de tamanho d, com probabilidade 1-a, entdo z%%:d . Resolvendo para n,
2 4n

{2
d

Note que se é ¢ desconhecido, uma estimativa de ¢ é necessaria para calcular o tamanho
da amostra (n). Este problema é resolvido por meio de uma amostra preliminar que
fornece s, que, por sua vez, permite o célculo de n.

Exemplo 5. Um limnologista deseja estimar o contetido médio de fosfato por unidade de
volume de dgua de certo lago. Sabe-se de estudos anteriores que s = 4. Qual deve ser o
tamanho da amostra para que ele tenha 90% de confianca que o erro da estimativa de p
ndo supere 0,8?

Solucao: s=4 1-=090 o/2=0,05 zo0s =164 d=08

2
n= {1’64'4} =67,24~68

2

8.5.2 Para estimacao de p
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2
Z(X,

Neste caso, d =2z 1/m.Assim, n=pq —A )
“\ n d

Esta solugdo ndo é usada, porque ela envolve o parametro p, que é desconhecido. Os
valores de p variam de 0 a 1, de modo que p (1 - p) aumenta de 0 até 1/4 (valor maximo),

decrescendo, a partir dai, até 0. O valor maximo de pq ¢é 1/4, quando
p =q=1/2, de modo que a solugado n deve satisfazer

2
Zy
4| d

Sem qualquer conhecimento prévio do valor aproximado de p, a escolha do n méximo
proporciona a protecdo desejada. Se for conhecido que o valor de p estd préoximo de um
valor p*, entdo n pode ser determinado de

Z, ’
n=p*(1-p*) [74}

Exemplo 6. A inspecdo de satide publica foi designada para estimar a proporcdo p de uma
populacdo bovina tendo certa anomalia infecciosa. Quantos animais devem ser
examinados (tamanho da amostra) para que se tenha 98% de confianca de que o erro da
estimativa ndo seja superior a 0,05, quando (a) ndo ha conhecimento a cerca do valor de p?
e (b) sabe-se que p é aproximadamente 0,3?

Solucao:

d=005 1-a=098 a/2 =001 zom =233
2

“ul 1 [2,33

@ n=pi-p)|F| =400

2
:| =543 parap=q=1/2 (n méaximo)

b

2
b) n=03.07|22| —4s6
0,05

2.3. Para estimacao de p em populagdes finitas (amostra “sem reposicao”)

Supondo uma populacao com N elementos,

z 0O
o |[N-n % \ N-1
d=z, —. . |— Vn=———
% Jn \ N-1 d
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z: o
% N -1 » o N-n 1

n= d2 = n:Z%Cf N_l ?
n(N—l)d2+z§ GznzziazN = n[(N—l)d2+zi az]zzi o’N

Al 50 177,

ZOZ/O'ZN
Portanto, n= 2 1)
(N-1)d +Zoy0
2

Por exemplo, nas condi¢des do Exemplo 5 e considerando N =1000:

2 2
Zg o N 1,64>-16-1000

n= = ~
(N=Dd* +z;,0° 999-08 +1.64°-16
2

Note que em (1) quando d for pequeno, por exemplo, d = 0,03, o termo (N — 1)d? também
serd pequeno, logo o tamanho da amostra (n) serd aproximadamente igual ao da
populacao (N).

2.4. Para estimacdo de p em populagdes finitas (amostra “sem reposicao”)

Supondo uma populacao com N elementos,

N p(l—p) [N-n
d_z%\/ " \/N—l

Parap=q=05
-z, 0,25 [N—-n N &=z 0,25 N—n
5\ n VN-1 % n N-1
— 2 —
4> =025:2, N =" N d - N-n
% n(N-1) 025z;,  n(N-1)
2
d’ d’
—n(N-1)=N-n = [ —n(N-D]+n=N
0,25z, 0,25z,
% %
d2
ni{[ —(N-D]+1} = N. Portanto,
0,25z,
%
N
————(N-D]+1
[o2s2 (V=11
%

Por exemplo, nas condi¢des do Exemplo 6 e considerando N = 1000:
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1000 B 1000 1000 _
0,05° (0,00184.999)+1 2.84
0,25.2,33

(

352
-999) +1

Note que em (2) quando d for pequeno, por exemplo, d = 0,003 (0,3%), o termo

2

0 202 5 (N=D]+1 também serd pequeno, logo o tamanho da amostra (n) serd
V4

s (7

2
aproximadamente igual ao da populagdo (N).

8.5.3 Para estimacao de p usando probabilidades binomiais b(x : n, p)

Quando a ocorréncia de certa caracteristica em uma populagdo é pouco frequente,
podemos calcular o tamanho da amostra (n) para a estimagdo de p, considerando uma
probabilidade para que tenhamos pelo menos um (1) sucesso (S) na amostra, que seja
maior ou igual a 3 (%). Essa probabilidade binomial, em termos matematicos, pode ser

representada por:

P (pelo menos1S)=1-P (nenhumS)=1-P (X=0)>p

P (pelo menos 1S) =1 - P (nenhum S) = 1—(ij°q” > f

Logo, 1-q"2B = —-q"2B-1 = ¢'<1-8 (1)
Aplicando-se logaritmo em ambos lados de (1), obtém-se: Ing”" <In(1-5) (2)

L G 2))

Resolvendo (2) para n,
Ing

Por exemplo,se P(S)=p=0,1e =90 %

_ 0,10 L —2.302

n> = n2 n>22
In 0,90 - 0,105

S In0,10 N o= 2,302

> n>——— n>230
In 0,99 -0,010

ese p=0,01, n

Exemplo 7. Uma doenca em bovinos torna-se grave, quando ocorre acima de um certo
limite. Qual deve ser o tamanho da amostra (n) para detectar a presenga dessa doenga com
95 % (P) de seguranca, quando a mesma esta presente em 10 % (p) dos animais?

Solucao:
. In0,05 _—2,996 ~ 8
In0,90 -0,105
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9 TESTES DE HIPOTESES

Aqui estudaremos outro aspecto da inferéncia estatistica: o teste de hipéteses, cujo o
objetivo é decidir se uma afirmacdo, em geral, sobre parametros de uma ou mais
populagdes é, ou ndo, apoiado pela evidéncia obtida de dados amostrais. Tal afirmacdo é
o que se chama Hipétese Estatistica e a regra usada para decidir se ela é verdadeira ou
ndo, é o Teste de Hipoéteses. Iremos ilustra-lo por meio de um exemplo.

Exemplo 1. Uma suinocultura usa uma racdo A que propicia, da desmama até a idade de
abate, um ganho em peso de 500 g/dia/suino (c = 25 g). O fabricante de uma racdo B
afirma que nas mesmas condicdes, sua racao propicia um ganho de 510 g/dia (c =25g). E
evidente que em termos financeiros, se for veridica a afirmagdo do fabricante da racdo do
tipo B, esta deve ser usada em substituicdo a do tipo A.

Se o criador tem de decidir com base em uma amostra, se o ganho em peso dos suinos
dando a nova racdo é 510 g/dia, o problema pode ser expresso na linguagem de teste
estatistico de hipoteses.

9.1 Hipoteses estatisticas

Em experimentos comparativos, nos quais um novo produto ou nova técnica é comparado
com o padrao, para determinar se sua superioridade pode ser corroborada pela evidéncia
experimental, é necessério formular a:

Hipétese nula (Ho), cujo termo é aplicado para a hipotese a ser testada, e a

Hipétese alternativa (Hi)

A hipétese nula (Ho) é a hipotese de igualdade entre o novo e o produto padrao, ou seja, a
designacao "hip6tese nula" decorre da suposicdo que a diferenca entre eles é nula ou zero.

A andlise de cada situagdo indicara qual deve ser considerada a hipétese nula e qual a
hipétese alternativa. Uma especificacdo de Ho e H1 no exemplo seria:

Ho : n =500 g/dia (a racdo B nao é melhor)

Hj : p =510 g/dia (aragdo B é melhor) ou

Ho:p=po
Hi:p=wm

onde: wi>p e o =25
Se uma hipotese estatistica especifica o valor do parametro, ela é referida como hipétese
simples; se ndo, é referida como composta. Assim, no exemplo, a hipétese alternativa p =

510 é simples. Seria composta, por exemplo, se p > 500, visto que nao fixa um valor
especifico para o parametro p. Em Ho, o valor do parametro tem de ser especificado.
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A hipotese preferencial é Ho e é sustentada como verdadeira, a menos que os dados se
coloquem firmemente contra ela. Em tal caso, Ho seria rejeitada a favor de Hi. Rejeitar
erradamente Ho é visto como um erro mais grave do que ndo rejeitar Ho quando Hj é
verdadeira.

9.2 ErrostiposIell

O problema proposto consiste em verificar se com a utilizagdo da nova ragdo, a
média de ganho em peso seria estatisticamente maior que 500 g e caso isto se verifique, a
suinocultura passaria a utilizé-la. Caso contrario, continuaria com a racdo do tipo A, que ja
foi testada (conhecida a priori).

Para a tomada de decisdo, deve-se extrair uma amostra aleatéria (por exemplo, n
= 50) de suinos, fornecendo a mesma, da desmama até a idade de abate, a racdo B, e ap6s o
término da prova, calcula-se a média amostral (Xa) do ganho didrio em peso no periodo,
que é, no caso, a estatistica teste. A estatistica teste é o valor amostral da estatistica
utilizada para testar um parametro no teste de hipoteses.

Parece razodvel estabelecer que se Xa estiver préxima de 500 g, ndo se deve
rejeitar Ho, e a conclusdo é que a racdo do tipo B é estatisticamente igual a do tipo A. Por
outro lado, se Xa estiver préxima ou for superior a 510 g, a tomada

de decisdo é que a ragdo do tipo B é superior a do tipo A (rejeitar Ho) e que a
suinocultura passe a utiliza-la. A média amostral (X ) é, no entanto, uma variavel aleatéria
que pode assumir qualquer valor entre 500 e 510 g. Assim, deve-se estabelecer um critério
de decisdo para aceitar ou rejeitar Ho. Isto é feito determinando um valor k (ponto) entre

500 e 510 g, chamado valor critico (X c ), e adotando a seguinte regra de decisao:

“Se a média amostral (X.) estiver a direita de k, rejeita-se Ho, caso contrario ndo se
rejeita”

Graficamente tem-se a seguinte situacao:

Regido de aceitagdo para Ho #=—3Regido de rejeigdo para Ho

p Bl o

500 k=%, 510

Figura 1. Regido de rejeicao de Ho para o teste p=po vs. p=pu

Um teste de hipdteses é completamente especificado pela estatistica teste e regido de
rejeicdo. A regido de rejeicdo ou regiao critica (RC) é o conjunto de valores da estatistica
teste para os quais Ho é rejeitada.
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O procedimento do teste, entdo, divide os possiveis valores da estatistica teste em dois
subconjuntos: uma regido de aceitacdo e uma de rejeicdo para Ho, o que pode levar a dois
tipos de erros. Por exemplo, se o verdadeiro valor do parametro p é 500 g e incorretamente
concluimos que p = 510 g, cometeremos um erro referido como erro tipo 1. Por outro lado,
se o verdadeiro valor de pn é 510 g e incorretamente concluimos que p = 500 g,
cometeremos uma segunda espécie de erro, referido como erro tipo II.

O quadro abaixo resume a natureza dos erros envolvidos no processo de decisdo, por meio
dos testes de significancia:

Situagdo especifica na populagao
Conclusdo do teste Ho verdadeira Hy falsa
Nao rejeitar Ho Decisao correta Erro tipo II (perdas potenciais
para o criador)
Rejeitar Ho Erro tipo I (perdas reais para Decisao correta
o criador)

Denota-se por:
a =P (erro tipo I) = P (rejeitar Ho/Ho é verdadeira)
B =P (erro tipo II) = P (ndo rejeitar Ho/Ho é falsa)

Assim, o tamanho da regido critica é exatamente a probabilidade o de cometer o erro tipo I
. Essa probabilidade é também chamada de nivel de significincia do teste. O nivel de
significancia do teste (a) é, portanto, a probabilidade com que desejamos correr o risco de
cometer o erro tipo I, ou seja, em a% dos casos de rejeicdo de Ho, estaremos tomando
decisao errada.

Escolhendo um valor para x,, pode-se determinar as probabilidades a e § de cometer cada
tipo de erro. Mas, o procedimento que se usa na pratica para construir a regra de decisao é
fixar o, a probabilidade do erro tipo I (rejeitar Ho quando ela for verdadeira). O valor é
arbitrario e o resultado da amostra é tanto mais significante para rejeitar Ho quanto menor
for esse nivel. Geralmente, o valor é fixado em 5%, 1% ou 0,1%.

Por exemplo, fixemos o em 5%, ou seja, P(erro I) = P(X >X,/H, é verdadeira) = 5%, e
vejamos qual a regra de decisdo correspondente.

Quando Hoy é verdadeira (n = 500 g), sabe-se do Teorema Limite Central, que X, a média
de amostras de tamanho 50, terd distribuicdo aproximadamente

o’ (=625g%)

N[u(=500); (= 30)

] ou seja, N(500g;12,5¢7). Assim,

P(errol)=P[X >X,/ X : N(500g;12,5g%)]=5%

¥ — ¥ — % —500
Pz Xty przs X =300 sy = T T 1,65

o 3,5 3,5
YAr
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ouseja, X, =k =(3,5.1,65)+500 = 505,78

Entdo, RC={X € R/ X >505,78 g} e a regra de decisdo é: "se ¥a € RC, rejeita-se Ho e a
conclusdo é que a racdo B é superior a A; se ¢, ndo se rejeita Ho, e a conclusao é que as
racOes sdo estatisticamente iguais".

Convém observar que a RC é sempre construida usando os valores hipotetizados por Ho
ou seja, sob a hipdtese Ho ser verdadeira.

Com essa regra de decisao:
B = P(erro IT) = P[ X <505,78/ X :N(510 g, 12,3 g2)]

505,78 =510

B=P[Z< ]=P[Z<-1,21] =11,31 %

2

H4 uma relacdo inversa entre a e B, ou seja, se a probabilidade de um tipo de erro é
reduzida, aquela do outro tipo é aumentada (Verifique na Figura 1). No caso da escolha de

um valor para X, por exemplo, 505 kg (o ponto médio entre 500 e 510 kg), pode-se

reduzir as probabilidades de ambos os tipos de erros, aumentando o tamanho da amostra
(n). Este resultado também pode ser facilmente verificado a partir da Figura 1,
X, — M

0
A probabilidade com que o teste de significincia, com o fixado, rejeita Ho, quando o
particular valor alternativo do pardmetro é verdadeiro, é chamada poder do teste. O
poder do teste ¢ um menos a probabilidade do erro tipo II ou seja, (1 - B). No exemplo, o
poder do teste é: 1 - =1 -0,1131 = 0,8869 (88,7 %).
Frequentemente, no entanto, ndo sao especificados valores fixos para o pardmetro em Hi.
Entdo, sua caracterizagdo dependerd do grau de conhecimento que se tem do problema. A
alternativa mais geral é:

considerando que, da transformagdo para a normal reduzida, z, =

Hi: p # po (teste bilateral)
Neste caso, a regra de decisdo deverd indicar dois pontos X, e X_,, tais que, Hi serd
sustentada se a média da amostra for muito grande ou muito pequena. Entdo, a estrutura

apropriada da regiao de rejeicdo ou critica (RC) é:

"rejeita-se Hose X <X, ou X >Xx,"
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X1 “0

c2

RC RC

Com esta regra de decisao, ndo podemos encontrar f3, consequentemente, ndo podemos
controlar o erro tipo I, pois o valor do parametro sob a hipétese alternativa nao é
especificado.

Voltando ao problema proposto, e testando

Ho:nu=500g vs. Hi:p#500g

tem-se, fixando o = 5%,

Plerrol)=P[X <X, ou X >X_,/X :N(500¢g, 123 g)] =5%
=P[Z<-1,96 ou Z>1,96) =5%

%, —500
~196=20 20 . ¥ =4931g

X, —500

1,96 =
3,5

X,=5069¢g

Assim,
RC={X eR/ X <493,1g ou X > 506,9 g}

A extensdo para testes unilaterais das formas:

Hi: u> po (teste unilateral a direita) e

Hi: p < po (teste unilateral a esquerda), é imediata.

Exemplo 2. No caso da suinocultura, considerando a amostra de 50 leitdes (n = 50), aos

quais foi fornecida a nova ragao (B), deve-se ou ndo adotar essa racdo, admitindo-se como
resultado um ganho em peso médio didrio de 504 g (x, =504g), fixando o = 5%7?

Solucao:

Ho:p=500g

Hi:p=510g

X, =504g n =50 a =0,05 c=25¢g
o=t qe5= %0 X S50578¢

N 25/4/50
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RC={X > 505,78 g}
Conclusao:

Como X, ¢ RC, ndo se rejeita Ho ao nivel de significancia de 5%, ou seja, a racao B ndo é
melhor do que a A. Portanto, a suinocultura ndo deve adota-la.

Equivalentemente, os testes descritos podem ser baseados na estatistica:

Z:)?_ﬂo

O'/\/;

, obtendo-se as regides criticas na distribuicao N (0,1).

Esta expressao corresponde a seguinte formula geral:

.. estimativa do parametro—valor do parametro hipotetizado por H
Estatistica teste = P P i P o

erro padrdo daestimativa do pardametro

que serd aplicada daqui em diante em testes de hip6teses.

Assim procedendo na resolugdo do Exemplo 2, o valor observado da estatistica teste (Zobs)
é dado por:

X, -, _ 504-500 _

z, = = =1,14
P aidn 2574050

4
0 7. = 1,65
E—
RC = {Z > 1,65} RC

Como Zobs < z¢, ndo se rejeita Ho ao nivel de 5%.

9.3 Passos para a construcio de um teste de hipdteses
Nos itens anteriores foram introduzidos os conceitos basicos e as terminologias que sdo
aplicados em testes de hipdteses. Um sumdrio dos principais passos que podem ser

usados sistematicamente para qualquer teste de hip6teses é apresentado aqui, ou seja:

(a) Fixe a hipétese Ho a ser testada e a alternativa Hy;
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se a teoria estatistica e as informacdes disponiveis para decidir qual estatistica

b) U t tatist f disp P decidir qual estatist
(estimador) serd usada para testar a hipdtese Ho, obtendo-se suas propriedades
(distribuicdo, estimativa, erro padrao);

(c) Fixe a probabilidade o de cometer o erro tipo I e use este valor para construir a RC
(regido critica). Lembre-se que a RC é construida para a estatistica definida no passo
(a), usando os valores hipotetizados por Ho;
se as informagdes da amostra para calcular o valor da estatistica do teste; e

d) U inf oes d trap lcul lor da estatistica do test

e) Se o valor da estatistica calculado com os dados da amostra ndo pertencer a RC, ndo

S lor da estatisti lculad dados d tra ndo pert a RC, na

rejeite Ho; caso contrario, rejeite Ho.

9.4 Teste sobre a média de uma populagio com variancia conhecida

Descreveremos agora, de modo sucinto, os passos bésicos definidos na secao anterior, para
testar a hipotese de que a média de uma populagdo p é igual a um nimero fixado po,
supondo que a populagao tem distribuicdo normal, cuja varidncia (c?), embora seja uma
condicdo irreal, é conhecida.

Hipotese simples vs. alternativa simples
(a) Teste unilateral a direita

Ho:p= po
Hitp= (> po)

=Y

Com o fixado,

RC= {X € R/X > X}, onde: X. é obtido a partir de  z, = Y~

‘ O'/\/;,

sendo z:: N(0,1), talque P(Z>z)) = a

Equivalentemente,

RC={Z>2zJ}, onde: Z=—"1"0
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(b) Teste unilateral a esquerda

Ho:p= o
Hitp=w (w1 <po)

-Zc V4

RC={ZS'ZC}

4.2. Hipotese simples vs. alternativa composta

(1) |Ho:p=po
Hi:pu> o RC idéntica a de (a)

(i) |Ho:p=po
Hi:p<po RC idéntica a de (b)

(iii) |Ho:p=po
Hi:p#po

Teste bilateral da forma:

RC={Z> z. ou Z<-2zJ}

Exemplo 3. Usando os dados do Exemplo 1, testar a hipétese de n =500 g contra a
hipétese alternativa p # 500 g, ao nivel de significincia de 5%.

Solucao:

Ho: n=500g X, =504g a=5%

Hi:p=#500 g
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_ XMy _ 504-500 _
T o/dn 25/450

RC={Z>1,9 ou Z<-1,96} z 14

Conclusao:
Como zobs ¢ RC, ndo se rejeita Ho ao nivel de 5%, ou seja, a racdo B ndo é estatisticamente
melhor do que a A.

9.5 Probabilidade de significincia (valor-p)

Existem duas op¢des para expressar a conclusdo final de um teste de hipoteses:

- Comparar, como descrito anteriormente, o valor da estatistica teste com o valor obtido a
partir da distribuicao tedrica, especifica para o teste, para um valor pré-fixado do nivel de
significancia (a);

- Quantificar a chance do que foi observado ou resultados mais extremos, sob a hip6tese
nula (Ho) ser verdadeira. Essa opgao baseia-se na probabilidade de ocorréncia de valores
iguais ou superiores ao assumido pela estatistica teste, dado que a hipdtese Ho é
verdadeira. Este namero é chamado de probabilidade de significancia ou valor-p e
frequentemente é indicado apenas por p.

Obs. Valor-p e nivel de significancia (0) ndo sdo sindnimos. O valor-p é sempre obtido de

uma amostra, enquanto o nivel de significancia é geralmente fixado antes da coleta dos
dados.

Definigao: valor-p, também denotado como nivel descritivo do teste, é 0 nome que se da a
probabilidade de se observar um resultado tdo ou mais extremo que o da amostra,
supondo que a hipétese nula seja verdadeira. No caso de um teste de hipéteses no qual o
valor da estatistica teste é Zops, 0 valor-p é dado por:

p =P(Z 2 Zovs | Ho).

Em outras palavras, o valor-p corresponde ao menor nivel de significincia que pode ser
assumido para rejeitar a hipétese nula. Dizemos entdo que hd significincia estatistica
quando o valor-p é menor que o nivel de significincia adotado (@) .

Para exemplificar a definicdo de valor-p, consideremos primeiro o caso de um teste de
hipéteses monocaudal para a média. Vide Exemplo 2, ondea = 0,05 e Zobs = 1,14. Assim,

p=P(Z>Zows) = P(Z>1,14) = 0,12714

Portanto, podemos concluir que, para qualquer nivel de significincia maior que 0,12714,
temos evidéncias para rejeitar a hipétese nula. Observe que o valor-p é maior que o nivel
de significancia proposto (p > ), assim, como concluido, ndo rejeitamos a hipétese nula
(Ho: p = 500 g). Além disso, quanto maior (ou menor) for o valor-p, mais "préximo" (ou
"distante") estamos da hipotese nula (Ho). Do que se deduz que o wvalor-p tem mais
informagdes sobre a evidéncia contra hipétese Ho e deste modo o experimentador tem
mais informagdes para decidir sobre ela, com o nivel de significancia apropriado. Ao
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contrério, se o valor-p for menor que o nivel de significincia proposto (p < a), rejeita-se
Ho.

Considerando agora o teste para a média como bicaudal (vide Exemplo 3), segue que o
valor-p é dado por:

p=P(Z > Zovs) + P(Z < -Zows) = P(Z > 1,14) + P(Z < -1,14) = 0,2542

donde podemos concluir que, para qualquer nivel de significaAncia menor que 0,2542,
temos evidéncias, como no caso do exemplo, para nao rejeitar a hipétese nula.

Em geral, os resultados podem ser interpretados como:

Valor-p proximo de 0 - Um indicador de que a hipdtese nula é falsa.

Valor-p préximo de 1 - Nao hé evidéncia suficiente para rejeitar a hipétese nula.
Normalmente considera-se um valor-p de 0,05 como o patamar para avaliar a hipétese nula
(Ho). Se o valor-p for inferior a 0,05 podemos rejeitar Ho. Em caso contrério, ndo temos
evidéncia que nos permita rejeitd-la (0 que ndo significa automaticamente que seja
verdadeira). Em situagdes de maior exigéncia é usado um valor-p inferior a 0,05. Na
maioria dos softwares, a significAncia estatistica é expressa pelo nivel descritivo (valor-p).
9.6 Teste para propor¢io

Considere uma populacdo e uma hipétese sobre uma proporgao p dessa populacéo:

Ho:p=po

O problema fornece informagdes sobre Hi, que pode ser:

@Hi:p=p1 P1> po (teste monocaudal a direita)
(b)Hi:p=p1 p1<po (teste monocaudal a esquerda)
(o H p > Po (teste monocaudal a direita)
(d)Hi: p<po (teste monocaudal a esquerda)
(e) Hi:p #po (teste bicaudal)

Quando n (tamanho da amostra) é grande,

PP ~N(©O21)

~Jp=p)in

onde: p é a proporgdo da amostra

Sob Hy verdadeira,
z=—7+L"P0 __ ~N(O1)

\/po(l_po)/”

e para todas as formas de Hi
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DD,
Z()S: NN(O’l)
" Ip(=py)/n

As regides criticas sao idénticas as mostradas em (3) e os valores de z, fixando-se a, sdo
obtidos na distribuicao N (0,1).

Exemplo 4. Um laboratério de vacinas contra febre aftosa reivindicou que ela imuniza 90%
dos animais. Em uma amostra de 200 animais, nos quais foram aplicados a vacina, 160
foram imunizados. Verificar se a declaracao do fabricante é verdadeira ao nivel de 5%.
Solucao:

Ho : p = 0,90 (po)

H;:p<0,90

n =200 ﬁzﬂ =0,80 a=0,05
200

P— Dy _0,.80-0,90

Zyp = = =-4,72
Jpo(=py)/n 4/(0,90.0,10)/200

RC ={Z <-1,65}
Decisao:

Como Zzobs < z, rejeita-se Ho ao nivel de 5%, ou seja, a propor¢ao de imuniza¢do é menor
do que 90%.

Conclusao:

A declaracao do laboratoério é falsa ao nivel de 5%.

9.7 Teste para a média de uma populagio N( p, 62), 6* desconhecido
Hipoteses:

Ho: p = po
Hi:p#pw [oup>p ou pu<po], onde po é um valor conhecido.

Estatistica teste: Neste caso, a exemplo do que foi feito na construcdo de intervalos de
confianga, a estatistica a ser usada para testar a hipotese Ho é:

_ )?_/Jo

S/\/;

t
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que tem distribuigdo ¢ de Student com n -1 graus de liberdade (tn1).
Regido critica: Fixado a , a regido critica (RC) é:
RC:t, <=ty g OU b >,

ou RC:

tnfl

> ta/Z,nfl .

Os valores de to/2, n1 podem ser obtidos na Tabela 4, apresentada no capitulo anterior.

Resultado da amostra: Colhida uma amostra aleatéria de tamanho n, calculada sua média
(x,) e desvio padrao (s,), calcula-se:

xa _/’lO

Sa/\/;

tobs =

Analise do resultado: Se tobs € RC, rejeita-se Ho; caso contrario, nao se rejeita
Esse teste é chamado teste t de Student ou, simplesmente, teste t.

Se n for grande (n > 30), X, como ja visto, pode ser tratada como uma variavel
aproximadamente normal N(u,°/,), em virtude da aplicagdo do teorema limite central.
Além disso, o pode ser substituido por s sem afetar consideravelmente a distribuigao.

Assim, um teste aproximado de Ho: p = po pode ser executado usando-se a estatistica Z,
consultando a tabela normal para a regido de rejeicdo.

Exemplo 5. As especificacdes de uma dada droga veterinaria exigem 23,2 g de &lcool
etilico. Uma amostra de 10 analises do produto apresentou um teor médio de alcool de
23,5g com desvio padrao de 0,24g. Pode-se concluir ao nivel de significancia de 1% que o
produto satisfaz as condicoes exigidas (u=23,2g)?

Solucao:

Ho:p=232¢
Hi:p=232g

a=0,01 X,=235g Sa=0,24 n=10

Consultando a Tabela 4, tc(,01;9) = 3,25, de modo que
RC = {t<-3,250u t > 3,25}

p o XaTH 235g-232¢ 3,95

obs %; 0’27\/E

Conclusdo: como tobs € RC, rejeita-se Ho ao nivel de 1%, ou seja, o teste indica que o
produto ndo satisfaz as condicoes exigidas.
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10 COMPARACOES DE PARAMETROS DE DUAS POPULACOES

10.1 Comparacao das variancias de duas populacées normais

Suponha duas amostras aleatérias independentes de tamanhos ni e m2 ou seja,

Xl’ Xz, e an e Y19Y2’ ,Y

.. » respectivamente, de uma populacdo com distribuicao
2

N(u,,0;) e de uma populagdo com distribuicdo N(u,,o7).

Hipoteses:
2 2 2 2
2 2 2 2

Estatistica do teste:
2 2 ca . .
Sendo S1 e S2 as variancias, respectivamente, das amostras nie ny, 0 quociente

2 2
s, /o,

2 2
s; /0,

segue a distribuicdo de F (Snedecor) com ni-1 e nz-1 graus de liberdade (gl)
[F(ni-1, n2-1)].

.~ . . . 2 2
Sob a suposicao de Ho ser verdadeira, isto ¢, G| = G,, tem-se que
S2
F="L:F(n -1, n,-1)
S

Construcao da regiao critica:

Fixado a, os pontos criticos serdo F1 e Fz da distribuicdo F, tais que :

Fungao densidade de probabilidade

Fo.10:5:7)

0.750

0375
\ a/2
1-a

0.000
0

a/2

o [22
1(1-7) 2(3)

Se a.=10%, pode-se, utilizando a Tabela 5, encontrar diretamente F25%). Para encontrar
F105%) utiliza-se a propriedade:
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F(l—a;nl—l,nz—l) = = F(O,95;nl—1,n2—l) =
(a;ny=1,n-1) (0,05; ny—1, n;—1)

Por exemplo, seni-1=5 e n2-1=7,
Fyo0s:5.7) =397

1 1

= = 0,205
4,88

F

1(0,95;5,7) — F
(0,05;7,5)

Assim, RC={0<F <0,205 ou F>3,97)

Entretanto, o procedimento que se usa na prética é calcular F utilizando sempre a maior

A 2.2 : e
variancia no numerador (8, >S, ), portanto F > 1, e considerar o ponto critico F, .., .

Amostra: Colhidas amostras aleatérias ni e ny, calcula-se s; e s; (s/>s;), entdo
2

s
F, == :F(n—1,n,-1)

obs
2

Conclusdo: Se Fops € RC, rejeita-se Ho, caso contrario, ndo se rejeita.
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Exemplo 2. Os resultados da tabela abaixo sao relativos as propriedades soporiferas da
hiosciamina (droga A) e hioscina (droga B). Dois grupos de 10 pacientes sdo
aleatoriamente selecionados e cada grupo toma uma das drogas. Os resultados em horas
extras de sono sao:

A |1,9 08 1,1 01 -01 44 55 16 4,6 34
B 07 16 02 -12 -01 34 37 08 00 20

Testar Ho: © 2 = o 213 vs.Hi: © Z 0O 213 , ao nivel de significancia de 10%.

A
Solucao:
Ho: Gi = 02B
2 2

Hi: G, # Oy
s> =4,01 .

5 na=ng =10 o=10%
s2=3,20

—£—4’01—125 1=(9,9)

T2 T30 7 8T

Fc 0,05,9,9 = 3,18 RC = {F > 3,18}

Como Fobs ¢ RC, ndo se rejeita Ho, ou seja, as variancias sdo estatisticamente iguais ao
nivel de 10%.

A analise da hipoétese da igualdade de varidncias é crucial para o uso do teste t, na
comparagao de duas médias, apresentado a seguir.

10.2 Comparacio de duas médias de populacdes normais: amostras independentes

Com o objetivo de se comparar duas populagdes ou, sinonimamente, dois tratamentos,
examinaremos a situacdo na qual os dados estdo na forma de realiza¢cdes de amostras
aleatérias de tamanhos n1 e ny, selecionadas, respectivamente, das populagdes 1 e 2. Os
dados sao as medidas das respostas associadas com o seguinte delineamento
experimental. Uma colecdo de n1 + n2 elementos sdo aleatoriamente divididos em 2 grupos
de tamanhos ni1 e ny, onde cada membro do primeiro grupo recebe o tratamento 1 e do
segundo, o tratamento 2. Especificamente, estaremos interessados em fazer inferéncia
sobre o parametro:

(média da populagao 1) - (média da populagdo 2) = p1 - p2

Formalmente, suponha uma amostra X, X,,..., X, selecionada aleatoriamente de uma
1

populagao N(u1, O 12 ) € uma amostra Y|, Y, Ynz selecionada de uma populacdo
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N(p2, © i ), 1 e n2 independentes. Para cada uma delas, teremos os respectivos estimadores
da média e variancia: X e S} eY e S7.
Hipétese: Ho: u=p2 ou pi-p=0
Definindo a varidvel (X —Y ), note-se que:
E(X-Y)=E(X)-E(Y)=mu-pm e

Var(X -=Y) =Var(X)+Var(Y)-2Cov(X,Y)

Como as varidveis X eY sdo independentes, Cov(X,Y) =0, entdo

Var(X -Y)=cl/n,+0o3/n,
Portanto, (X—7Y)tem distribui¢do N[( = 1), (ol I n +03 I ny)]

_ (X -V~ — ) M
\/012/1’11-1-022/}’12

e, consequentemente, VA

tem distribuigdo N(0, 1).
10.2.1 1’ caso: variancias O 12 e O i conhecidas

Para testar a hipotese Ho usa-se a estatistica (1). Como Hy estabelece que
1 —p2=0,

(X -Y)

Z - 2 2

\/al /n+o;/n,
Hipéteses alternativas: Regides criticas (nivel a):
Hi:u#w ou pi-pm#0 Z>7c@2 ou Z<-Zc(a/2)
Hi:uu>p2 ou pr-pw2>0 Z > 7Zc ()
Hi:uu<p ou mi-u<0 Z < -Zc ()
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10.2.2 2’ caso: variincias desconhecidas e iguais

Preliminarmente, testa-se se as varidncias das duas populacdes sdo iguais. Caso a hipotese

. . . . , 2 2 2 s oy
ndo seja rejeitada, isto é, que O] = G, = G, a estatistica (1) transforma-se em:

o X =D - )

o+1/n +1/n,

Substituindo o por um estimador, teremos uma expressao muito semelhante a t de

Student. Uma estatistica para © ?¢ a média ponderada:
2 (n, _I)Slz +(n, _1)522
(n, =) +(n, -1

- . . - .. 2 , , . ~
ue, como S’ e S! sdo dois estimadores nao viciados de G~ , também é um estimador nao
1 1

P

.. 2
viciado de 0.

O desvio padrdo da diferenca (X —Y) é estimado por:

S(X-Y)=8S, ni+ni
1 2

de modo que pode-se construir a estatistica

LX)~ — )
S, 1/ n +1/n,

que tem distribuigdo t de Student, com n; + n2— 2 graus de liberdade.

Sob Ho verdadeira (ui—p2=0), ¢= Xy
I 1
S, |—+—
n,n,
Hipéteses alternativas: Regides criticas (nivel a):
Hi:p # o t| > L@ me m)
Hi: i > o E> 1o, e m-2)
Hl: Hl < Hz t< _tc(a,nl+n2—2)

Nota: quando ambas as amostras (n1 e n2) sao pequenas (n < 30), o teste pode ser usado
supondo, além da normalidade das distribui¢des das populagdes originais, que suas

Al - 2 2 . .
variancias, O, € G,, sao 1guais.
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Exemplo 3. Usando os dados do exemplo 2, testar se ha evidéncia de que as duas drogas
sdo igualmente eficientes (Ho: pa = ps vs. Hi: pa> pp), ao nivel de 5%.

Solucao:
Ho: pa= ps
Hi: pa> us
n,=n, =10 X, =233 X, =0,75
a=5% 57 =401 sy =3,20
sf, _ 9.3,20+9.4,01 361
18
(= X=X _ 2,33-0,75 186
Spafu: ta 190455+
teas; 0,05) = 1,734 RC ={t>1,734}

Como tobs € RC, rejeita-se Ho, ou seja, hd evidéncia de que a droga A é mais eficiente do
que a B como soporifero.

10.2.3 3’ caso: variincias desconhecidas e desiguais (Teste de Smith — Satterthwaite)

o : A . Lo 2 2
Quando a hipétese de igualdade de variancias for rejeitada, deve-se substituir G, e G,

em (1) pelos seus respectivos estimadores, 312 e Si , obtendo a estatistica:
(X-7)
\/(Slz/l’ll +53/n,

que, sob a veracidade de Ho (w1 - p2 = 0), aproxima-se de uma distribuicdo t de Student,
com nuamero de graus de liberdade dado aproximadamente por:

| L7 /n)+(s3 /np))”

(512 /n1)2 + (s% /n2)2

n, -1 n, —1

Como o numero de graus de liberdade assim calculado, geralmente, é ndo inteiro,
recomenda-se aproxima-lo para o inteiro imediatamente anterior a este.

Se n1 e n2 sdo ambos grandes (n > 30 ), o teste pode ser baseado na estatistica
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7= VDG 1) 01y sob Hy,

2 2
NS/ ng sy n,

. 1 2 2 . o : .
pois (1) permanece valido se G, e G, sdo substituidos por seus respectivos estimadores

. 2 2
amostrais, S; e S,.

A escolha da regido de rejeicdo, mono ou bilateral, depende do tipo da hipétese
alternativa.

Nota: no caso da inferéncia originada de amostras grandes, ndo é necessario assumir que
as distribui¢cdes das populagdes originais sdo normais, porque o teorema limite central

garante que as médias amostrais X €Y sdo aproximadamente distribuidas como

N(ul,Gl/W/nl) e N(uz,Gz/qlnz), respectivamente. Além disso, a suposi¢do de

cA . .. . 2 2 2 ’
varidncias populacionais iguais (] =05), que é usada para amostras pequenas, é
evitada nessa situacao.

Exemplo 4. Querendo comparar o ganho em peso de duas racas de bovinos, A e B, num
mesmo regime alimentar, tomaram-se n = 35 animais da raca A e m = 40 animais da raca
B. Os resultados obtidos foram:

Raca X s2
A 70,5 81,6
B 84,3 200,5

Testar ao nivel de 5% , se o ganho em peso médio das duas ragas é o mesmo, ou seja Ho: pa
= upvs. Hi: pa# ps.

Solucao:

Ho. pa= uB
Hi: pa+# ps

na =35 ng =40 a=5%

(x,-%,) _ 843-705 138

z = = = =
obs
2 2 81,6 200,5
\/SA/I’IA+SB/I’IB \/ 45+ 2% 271

2

z.=1,96 RC = {z<-1,96 ou z >1,96}

Como zobs € RC, rejeita-se Ho, ou seja, ha evidéncia que as duas ragas tém ganhos em peso
médios diferentes (up > pa), ao nivel de 5%.
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10.3 Comparac¢io emparelhada

Quando as médias de duas populacdes sdo comparadas, pode ocorrer uma diferenca
significativa entre elas por causa de fatores externos ndo controlaveis, mesmo ndo
havendo diferengas nos tratamentos avaliados. Reciprocamente, fatores externos podem
mascarar ou ocultar uma diferenga real. Uma maneira de contornar estes problemas é
coletar as observacdes em pares, de modo que os dois elementos de cada par sejam
homogeéneos em todos os sentidos (por exemplo, quanto ao sexo, a idade, semelhanca
genética e de ambiente, etc.), exceto no que diz respeito aos tratamentos que se quer
comparar. Assim, se houver uma diferenca na resposta entre os dois grupos, esta pode ser
atribuida a uma diferenca nos tratamentos.

Tal planejamento é chamado comparacdo emparelhada e consiste em formarem pares e
sortear os tratamentos dentro de cada par.

Como na formulacdo geral de comparacdo de duas médias, tém-se duas amostras
X, X,,.., X, € Y, Y,,., Y, sO que agora as observacoes estdo emparelhadas, isto ¢, a
amostra é formada pelos pares (X,,Y,),(X,,Y,),....(X,,Y,).

Se definirmos a variavel

Di=Xi-Y;, 1i=1,2,.,n

teremos um conjunto de n observagdes, cada uma das quais é a diferenca entre duas
observagdes originais.

Os pares de observagdes (Xi—Yi) sdo independentes, mas Xi e Y; dentro do i-ésimo par,
sdo, geralmente, dependentes. Assim, se o emparelhamento das unidades experimentais
for eficiente, espera-se X;e Yi ser, a0 mesmo tempo, pequenos ou grandes, ou seja, ter uma

correlacdo positiva alta. Um modo de se detectar isto é verificar se X e Y tem uma
covariancia positiva. Como

Var(X -Y)=Var(X)+Var(Y)—-2Cov(X,Y),

a variancia da diferenca serd menor neste caso do que seria no caso de varidveis aleatdrias
independentes, onde Cov(X, Y) = 0.

Esse procedimento também é usado quando as observagdes das duas amostras sdo feitas
no mesmo individuo, por exemplo, medindo uma caracteristica do individuo antes e
depois dele ser submetido a um tratamento.

A estrutura das observacdes em uma comparacao emparelhada é dada a seguir, onde X e
Y denotam as respostas aos tratamentos 1 e 2, respectivamente.

Tratamento
Par 1 2 Diferenca (Dj)
1 X1 Y1 Di1=X1-Y1
2 Xz Y> D=X2-Y>
M M M M
n Xn Yn Dn = Xn - Yn
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Definida as diferencas Di=Xi-Y;, i =1, 2,..., n, é razoavel assumir que elas constituem
Lo ~ 2 s ca s 2
uma amostra aleatéria de uma populacdo com média = |l e varidncia Op, onde

U representa a diferenca média real dos efeitos de tratamento dentro de pares. De outro
modo,
E(Di) = E(Xi-Yi)= Up e

Var(Di)=Var(Xi-Y:) =G}, i=1,2,..,n

Se up = 1 — p2 = 0, entdo os dois tratamentos podem ser considerados equivalentes. Uma
diferenca positiva (up > 0) significa que o tratamento 1 tem uma resposta média maior do
que a do tratamento 2.

A hipotese a ser testada é: Ho: 1 = 2 ou Up=0.
Hipoteses alternativas:

Hyopy >y ou pi, >0
H, :py <y, ou p, <0  (Tratamento 1tem resposta média menor do queado?2)

H, oy # p, ou py, #0 (Tratamentosle2temrespostas médias diferentes)

Supondo Di:N(MD,GZD),

EleD[ :lZ(Xi ~-Y)=X-Y tem distribuicdo N (x,, o} /n)
nig g

.. 1 3 = :
Definindo S]2) = EZ (D,-D)?, a estatistica
i=1

D _
t= o tem distribuicao t de Student, com n -1 graus de liberdade.

_sD/\/;

Como Hp estabelece que p =0, a féormula de t é apresentada como

D ) ot
———,que é a estatistica a ser usada no teste.
Sp/ N

Quando n é grande (> 30), a inferéncia pode ser baseada na distribuicio N(0, 1) ou
equivalentemente na distribuigdo t com infinitos graus de liberdade (gl).

Note que hd n pares de observacdes e apenas n - 1 gl. Se as observagdes ndo forem
emparelhadas, mas tratadas como dois grupos independentes, teremos (n-1) +  (n-1)
=2(n - 1) gl. A diminui¢do do nimero de gl resulta em um valor maior para t ujs O que

torna necessario um maior valor para t atingir o limite de significancia. Deste modo, se

S
a formacgao de pares ndo for justificavel, o teste sera menos sensivel, ou seja, preferindo
pares, corre-se o risco de alguma perda de poder, a qual resulta em um aumento na
probabilidade de aceitar a hipétese nula quando é falsa (f). O aumento é insignificante,
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todavia, se o nimero de pares é grande, digamos, maior do que 10. O nivel de
significancia (a) nao é afetado.

Com um emparelhamento eficaz, a reducdo na variancia da diferenca (X - Y), geralmente,
mais do que compensa a perda de graus de liberdade.

Exemplo 5. Cinco operadores de certo tipo de equipamento laboratorial sdo treinados em
equipamentos de duas marcas diferentes, A e B. Mediu-se o tempo que cada um deles
gastou na realizacdo de uma mesma tarefa, e os resultados foram:

Operador
Marca 1 2 3 4 5
A 80 72 65 78 85
B 75 70 60 72 78

Ao nivel de 1%, poderiamos afirmar que a tarefa realizada no equipamento A demora
mais do que no B (ua> ps)?

Solucao:
Ho: pa = us
Hi: pa > us
D =50
Di=5,2,56,7 = ’ n=>5 a=1%
s, =187
D
ZL()bs = s = 127,0 :5798
te(o,01;4) = 3,747 RC = {t > 3,74}

Como tobs € RC, rejeita-se Ho, ou seja, a tarefa realizada no equipamento A demora mais
do que no B ao nivel de 1%.

10.4 Comparacao de duas proporcoées binomiais

Vejamos agora como comparar as proporcdes de incidéncia de uma particular
caracteristica em duas populagdes. A estrutura da inferéncia é:

Parametro: p1-p2 (proporcao na populagdo 1 - propor¢ao na populagdo 2)

Propor¢des amostrais:  p, =5- e p,=.-, onde X e Y correspondem aos numeros de

elementos que possuem a caracteristica nas amostras ni e ny, selecionadas aleatoriamente,
respectivamente, das populacdes 1 e 2; n1 e n2 independentes.

Consideremos a estatistica p,— p,, como ponto de partida, para fazer a inferéncia sobre p1

— p2. Como a média e a variancia das proporc¢des amostrais sao:
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E([A)I)Zpl E(i’z):pz

):pl(l_pl) Var(ﬁz):pZ(l_pZ)
n n,

Var(p,

e dado que p, e p,sdo independentes, a média e a variancia da diferenca p, - p, sdo:

)= p1(1_p1)+p2(1_p2)
n n,

E(ﬁl_ﬁ2)=pl_p2 € Var(p,-p,

Logo, DP(ﬁl—i?z):\/pl(l_pl) AC 2

n n,

O primeiro resultado mostra que p,—p, é uma estimador ndo viciado de p,—p, Uma
estimativa do desvio padrao (DP) pode ser obtida substituindo p1 e p2 dentro da raiz por,

respectivamente, p, e p,. Além disso, para n1 e n2 grandes, a estatistica (p,—p,) tem
distribui¢do aproximadamente normal, de modo que:

(p,—P,)—(p,—Dp,)
\/ﬁ1(1ﬁ1) +ﬁ2(1_ﬁ2)

n n,

é aproximadamente N(0O, 1).

Para testar Ho: p1=p2 ou p1 - p2 = 0, denota-se por p a proporcao populacional conjunta
nao especificada.

Sob Ho verdadeira, a estatistica (p,—p,) € aproximadamente distribuida como normal,

com

A oA P I 1
E(p,=p,)=0 e DP(py=pr) = p(=p) =+~

1 2
O parametro p é estimado envolvendo as informacdes das duas amostras, ou seja,
. X+Y o :
p= (estimativa conjunta)
n, +n,

Assim, considerando ni e n2 grandes, a estatistica
7 = ﬁl — ﬁZl 1
\/13(1 -P) \/ —+—
oo
Dependendo de Hi, a regido critica mono ou bi-caudal (regra de decisdo) pode ser
construida em termos da aproximagao normal (Z).

é aproximadamente N(O, 1).

Exemplo 6. Em um estudo sobre a incidéncia de abortos naturais entre médicas
anestesistas (1) e de outras especialidades (2), obtiveram-se os seguintes resultados:

1 2 Totais
GestacoOes normais 23 52 75
Abortos naturais 14 06 20
Totais 37 58 95
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Denotando as proporcdes populacionais de abortos naturais em (1) e (2) por p1 e p2,

respectivamente, testar Ho: p1=p2 vs. H1 : p1# p2, ao nivel de 1%.

Solucao:
HO: pl = p2
Hi: P1# P2
. 14
p1—§—0,378 lass
6 pP= =0,21
p, =—=0,103
P75
\/ﬁ(l_[’))\/l-fl \/Oa 0’79\/ﬁ+§ ,
n, n,
a=1% z.=257 = RC-={z>2570uz<-257}

Como zobs € RC, rejeita-se Ho, ou seja, a proporcdo de abortos naturais em (1) é

estatisticamente diferente (superior) da proporcdo em (2), ao nivel de 1%.

Esse teste (Z) para comparagdes de duas proporgdes binomiais € equivalente ao teste qui-
quadrado (¥?) em uma tabela de contingéncia 2 x 2 (teste de homogeneidade de
proporgdes), que serd visto no proximo capitulo. Pode ser mostrado por calculo algébrico
que Z2 é exatamente o mesmo que 2 para uma tabela assim especificada (2 x 2). Este é o
caso do Exemplo 6, onde Z2 = 32 = (3,19)2 = 10,2. Além disso, (Zo,00s = 2,575)2 = 6,63 é o

ponto critico de XZ(Xz ), com o =1% e gl = 1. Entretanto, se o teste € monocaudal, tal como

seria o caso com Hi: p1 > p2, o teste y? ndo é apropriado.
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11 DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

Seja Y uma varidvel aleatoria continua com distribuicdo qui-quadrado () com r graus de
liberdade. Graficamente, a distribuicdo x2 pode ser representada por:

f(Y)

P P(Y>y)=p

Y Yo = Xe

Tal como no caso da distribuicdo t de Student, existe uma familia de distribuicdes y2
indexada pelo ntimero (inteiro) de graus de liberdade. A Tabela 6 fornece os valores de

Y. = Xi para alguns valores de p (o) e de r (graus de liberdade). Por exemplo,

r p=0,05

6
22 =15,507
8 >

Grau de liberdade (gl) é conceituado como o niimero de valores independentes de uma
estatistica, no caso, de 2, como serd mostrado adiante.

11.1 Testes qui-quadrado

Serdo apresentados aqui testes que utilizam a distribuigdo qui-quadrado como estrutura
probabilistica e por esta razdo sdo denominados testes qui-quadrado. A figura acima
apresenta a densidade do modelo y?> com a regido critica (RC) do teste, isto é,

RC ={Y >y2}.

Esses testes sdo utilizados para dados discretos (categoricos) provenientes de uma
populacdo, tais como mortalidade ou achados patolégicos, etc. O valor de qui-quadrado é
um estimador da discrepancia entre frequéncias esperadas e observadas, estabelecendo se
as diferencas encontradas se devem ou nao a casualidade.
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11.2 Qui-quadrado como teste de aderéncia

O termo aderéncia refere-se a comparagdo de dados experimentais de frequéncia com a
distribuicao tedrica.

Exemplo 2. Em ratos, o grupo sanguineo Ag-B estd associado a um l6cus com varios alelos
(alelos multiplos), cuja segregacdo, em certos cruzamentos entre linhagens, parece
apresentar desvios significativos de razdes mendelianas. Os resultados (descendentes) do
cruzamento entre as linhagens (heterozigotas) de ratos Ag-B!Ag-B* x Ag-BlAg-B#, foram:

Genotipos (k) fo fe sob Ho"

Ag-B'Ag-B! 58 50 fo = frequéncia observada
Ag-BlAg-B* 129 100 f. = frequéncia esperada
Ag-B*Ag-B* 13 50

Total (n) 200 200

* Ho = a segregacdo segue a razdo mendeliana1:2:1

que, a primeira vista, diferem da razao mendeliana 1 : 2 : 1. Formulando-se a hipoétese Ho
de que a segregacao é1:2:1, as f.’s dos trés genoétipos sdo, respectivamente, 200.(1/4) =
50, 200.(2/4) = 100 e 200.(1/4) = 50.

Para testar se os ntimeros observados (fo) dos trés gendétipos sdo consistentes com os
esperados (fe) com base na segregacdo 1: 2 :1, usa-se, entdo, a estatistica:
k 2
(fo= 1)
x=
=

que sob Ho tem distribuicdo x? (qui-quadrado) com r = k - 1 graus de liberdade.

Note que em r, se subtrai 1 de k por causa da condicdo de restricio que estabelece que,
sendo conhecidas (k-1) frequéncias esperadas (independentes), a remanescente pode ser
determinada por diferenca.

Quando as fe's somente puderem ser calculadas mediante estimativas de m parametros
populacionais, a partir de estatisticas amostrais, o niimero de graus de liberdade (r) é dado
porr=k-1-m.

Formalmente, fixado a, rejeita-se Ho se X2 > X?x ., onde X?x . denota o ponto para o qual
uma varidvel Y, distribuida como %2 com r graus de liberdade, satisfaz P(Y > y.) = o

E importante notar que s6 se rejeita Ho a medida que a frequéncia observada se afasta da
esperada, ou seja, quando os valores obtidos para o 32 forem grandes.

11.2.1 Procedimento do teste:

1. Enunciar Ho e Hi

{HO :a segregacaoesta deacordocoma razao mendeliana 1:2:1

H, :a segregacaoédiferentede 1:2:1
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2. Fixar o (nivel de significancia)
2
3. Calcular ¥
_ 2 _ 2 _ 2
, _(58-50) (129-100)° (13-50)

50 100
4. Determinar a regido critica

=1,28+8,41+ 27,38 =37,07

RC = {Zz > Zf(a,k—n}

como k-1=2e se a=1% = X§=9,21
5. Estabelecer a regra de decisao
Rejeitar Ho se Xc2>bs > X?

6. Concluir

Como y.,, >y, rejeita-se Ho (a hipotese que os resultados estdo de acordo com a razao
mendeliana1:2:1).

Exemplo 3. Seja t o nimero eventual de hemdceas presentes em um volume representado
pelo pequeno quadrado observado em um hemocitometro. Sendo f, a frequéncia
observada, suponha o seguinte resultado:

t |0(1]2[|3]| 4|5 |6 7 8 9 [ 10 | 11 | 12 | Total
fo |O[0|1]3] 5 |10] 15| 20 17 | 6 | 3 10| 0 80
tfo |00 [2]19]20 |50 |90 | 140 | 136 [ 54 | 30| 0 | O 531

Testar se o modelo de Poisson descreve adequadamente os dados da tabela.
Solucao:

Ae™ _6,0' e &6

A=t f, 1 f,=531/80=6,6 P(X =0== |

Fazendo t =4,

(6.6)" ¢

POX =) =20

~ 0,11

e a frequéncia esperada por Poisson é : P(X =4) z f, =0,11.80=9,0

Assim procedendo,
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t <314 1|5 |6 |7 (8 |9 |10 |>11 |Total
fo 4 |5 |10 |15 |20 |17 |6 |3 |0 80
fe por Poisson 8 19 |11 |13 |12 |10 |7 |5 |5 80

As frequéncias esperadas das trés primeiras classes de t e das duas dltimas sdo menores
do que 5. Como a validade do teste de aderéncia, exclui essa situagdo, as trés primeiras
classes foram combinadas com a posterior (quarta) e as duas tltimas combinadas entre si.

A estatistica y* e o ntimero de graus de liberdade sao, entdo, calculados a partir dessas
classes convenientemente modificadas.

Ho: dados sao distribuidos segundo Poisson

z (fo_fe)2 =14,7

todas e
as céls.

2 _
Zobs -

gl =n° de classes (9) - 1 - n° de parametros estimados [1 (A)] =7

13(1%,7) =18,48

2 2 . p c TA . . . . . .
Portanto, como ¥ ., < X ., nao héd evidéncia suficiente para se rejeitar a hipétese de que os
dados sdo distribuidos segundo Poisson.

11.3 Teste qui- quadrado em tabelas de contingéncia

A classificagdo de observacdes (em geral, de varidveis qualitativas) de acordo com dois
critérios é referida como tabela de contingéncia.

Exemplo 4. Natureza de vacas, segundo a raca e o tipo de acasalamento

Tipo de acasalamento

Raca Fecundos Nao-fecundos  Total
Charolesa 110 (120) 50 (40) 160
Gir 70 (60) 10 (20) 80
Nelore 30 (30) 10 (10) 40
Total 210 70 280

Se um critério envolve m categorias (linhas) e o outro n categorias (colunas), a tabela é
referida como tabela m x n. No exemplo, a tabela é 3 x 2.

Tabelas de contingéncia sdo construidas com o propésito de se testar:
(1) a relacao de dependéncia (associagdo) entre duas variaveis (Teste de independéncia).

O teste de independéncia é baseado no esquema amostral, no qual uma tnica amostra
aleatoéria de tamanho n é classificada com relacdo a duas caracteristicas simultaneamente;
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(2) que as varias colunas (ou linhas) tem a mesma proporcao de individuos nas varias
categorias de uma caracteristica, se os totais das linhas (ou colunas) sdo especificados
antecipadamente (Teste de homogeneidade).

11.3.1 Teste de homogeneidade

Utilizando o Exemplo 4, iremos testar a igualdade das propor¢des de acasalamentos
fecundos (e ndo fecundos) nas trés ragas. Vejamos os passos a seguir:

1. Estabelecer Hp e Ha

A hipétese nula de homogeneidade que a propor¢do de cada tipo de acasalamento é a
mesma para todas as ragas, pode ser formalmente estabelecida como:

Ho: pcng) = pcirj) = pNe) para cada j =1 (fecundo) e 2 (ndo fecundo)
Ou simplesmente,

H, : a propor¢do de acasalamentos fecundos ¢ a mesma nas trés
ragas ou seja, P, = Pgir = Pre- ASSim,

H, : as propor¢des ndo sdo todas iguais.
2. Calcular as f.’s sob a hipétese Hy ser verdadeira

Dos 280 animais =2 210 fecundos

Dos 160 Charolés - X fecundos X= 16;);010 =120
Analogamente,

Dos 280 animais = 210 fecundos

Dos 80 Gir - X fecundos X = 8(;'82;0 =60

Todas as demais f.'s podem ser calculadas por diferenga (os valores calculados estdo entre
parénteses na tabela). Diz-se entdo que ha 2 graus de liberdade. Isso corresponde a (m - 1)
. (n - 1) graus de liberdade, ou seja:

r=(m-1).n-1)=B-1).2-1)=2

Este procedimento pode ser interpretado como: dados os totais marginais, calcula-se que
nameros seriam esperados na tabela a fim de tornarem as propor¢des de fecundidade para
as trés racas exatamente iguais. Assim, na célula da 1° linha e 1° coluna esse ntiimero
esperado é (210/280) .160 =120,

ja que a proporcao de fecundidade geral é 210/280 e ha 160 individuos na

raca Charolesa. Prosseguindo-se dessa forma obtém-se os demais nameros esperados.

3. Calcular o valor da estatistica
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2
) (fo 1) (110-120) (10-10)°
Xobs_% % P =0t 2%

(&

4. Determinar a regido critica
comgl=(m-1).n-1)=@2).()=2e a=5% = % =599
RC = {2 > 5,99}

5. Estabelecer a regra de decisao

Rejeitar Hy se ngs > X% =5,99

6. Concluir

Como Xc2>bs >x§, rejeita-se Ho ou seja, as fecundidades das racas ndo sdo todas
estatisticamente iguais, ao nivel de 5%.

Como Hp foi rejeitada, deve-se continuar a investigacdo, comparando-se as ragas duas a
duas, para se verificar quem difere de quem em termos do critério analisado.

11.3.2 Tabela de contingéncia 2 x 2 (comparacio de duas proporcdes)

Exemplo 5. Considerando a seguinte tabela:

Tratamento ‘ Morte Sobrevivéncia Total
A 41 (53,86) 216 (203,14) 257
B 64 (51,14) 180 (192,86) 244
Total 105 396 501

verificar se os dados proporcionam evidéncia que as proporcdes de mortalidade sdo
diferentes para os dois tratamentos (o =1%).

Solucao:

Ho:pa=ps
Hi:pa#ps

em que: pa e ps denotam as propor¢des de morte (ou de sobrevivéncia) para os
tratamentos A e B, respectivamente.

fo= (105.257)/501 = 53,86

e as demais por diferenca (valores entre parénteses na tabela)
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gl=(2-1).2-1)=1

_ 2 _ 2
. _(41-5386)°  (180-192.86)° _

2= . 7,97
53,86 192,86

Zcz(l%;l) =6,03

Como ngs > Xg, rejeita-se Ho, ou seja, h4 uma diferenca real entre as proporcdes de
mortalidade (ou de sobrevivéncia) provocada pelos tratamentos A e B.

Para tabelas de contingéncia 2 x 2, o valor de %2 pode ser obtido também pela férmula (1):

Total
a b |m
c d |n

Total ns ns [N
ch—ad) N
Hons _{cb-ady N 1)

n.n,.ns. n,

7,97

- ,  (216.64—41.180)>.501 (13.824-7.380)°.501 _
Entao, y,,, = = =
(257).(244).(105).(396) 2.607.398.640

Nas tabelas de contingéncia 2 x 2, alguns autores recomendam usar o teste de ¥ com a
correcdo de Yates para continuidade. Esta correcdo consiste em subtrair %2 de cada
diferenca (fo - fc) antes de eleva-la ao quadrado. Com este procedimento a férmula (1)
transforma-se em:

(ch—ad- ];)Z.N

2 _
Zobs -
n.n,. n;.n,

Com a corregdo de Yates, o valor de x2 no Exemplo 5 torna - se 7,37, mostrando que em
amostras grandes, produz, praticamente, o mesmo resultado que o x? ndo corrigido. A
correcdo tem importancia principalmente quando os valores das f.’s sdo pequenos, mas se
a menor fe for < 5, deve-se, entdo, usar o teste exato de Fisher, que é baseado
exclusivamente no calculo de probabilidades. Nao trataremos, entretanto, deste teste.

Z — ]}A — 133 j é
VD= PN n)+ (1 ny)
exatamente o0 mesmo que y2 para uma tabela de contingéncia 2 x 2. Este é o caso do
Exemplo 5, onde: 72 = y2 = 7,97. Além disso, (Zo,0s = 2,575)% = 6,63 é o ponto critico de y?2

(x% ), coma =1% e gl =1. Assim, esses dois testes sdo equivalentes para comparacao de

Obs. Pode ser mostrado por célculo algébrico que Z2 [

duas proporcdes. Entretanto, se o teste € monocaudal, tal como é o caso com Hi: p1 > p2, 0
teste 2 ndo é apropriado.
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Teste de independéncia

O procedimento para o teste de independéncia é equivalente ao apresentado para o teste
de homogeneidade, ou seja, as férmulas para 2 e graus de liberdade sdo os mesmos tanto
para o teste de homogeneidade como para o de independéncia. Somente o método
amostral e a formalizacao de Ho sdo diferentes para as duas situagdes.

Para um tratamento geral do teste de independéncia em uma tabela de contingéncia r x c,
suponha n individuos classificados de acordo com dois critérios: A e B, e que ha r
categorias para A (A1, Ay, ..., Ar) e c categorias para B (B, By, ..., Bc). Colocando a categoria
A nas linhas e B nas colunas, pode-se construir uma tabela de dupla entrada, na qual cada
célula é a interseccao de A com B.

A hipétese nula que se interessa testar é que as classificacdes A e B sdo independentes.
Relembrando que a probabilidade da interseccao de eventos independentes é o produto
de suas probabilidades, logo a hipdtese nula de independéncia, estabelecendo que os
eventos A1, Ay, ..., Ar sdo independentes dos eventos Bi, By, ..., B, pode ser representada
por : P(AiBj) = P(Ai).P(Bj). Ou seja, numa tabela de contingéncia de r linhas e c colunas, a
hipétese nula de independéncia é:

1=12K ,r}

H i i J ara todo
0:Pij = Pi.. Pj p L=1,2,K,C
Em outras palavras, fazendo pij, a probabilidade de um individuo, selecionado ao acaso,
pertencer a célula da linha i e da coluna j, pi, a probabilidade dele pertencer a linha i (total
marginal) e p;j, a probabilidade de pertencer a coluna j (total marginal), tém-se que as
probabilidades no corpo da tabela (pij) serdo os produtos dos totais marginais (pi = pi. -
p.j), se os critérios i e j forem independentes.

No caso do exemplo 5, se os eventos A e M, correspondentes ao tratamento A e a
ocorréncia de morte, respectivamente, forem independentes,

257 105
P(A " M) = P(A).PM) = —-——=0,1075. Assim, na célula da 1° linha e 1* coluna, o
501 501
257.105 )
namero esperado é 0,1075.501 = 53,86 = T, tal como no teste de homogeneidade.

Prosseguindo dessa forma ou por diferenca, obtém-se os demais niimeros esperados
Exemplo 6. Teste de independéncia entre os atributos sexo e grupo sanguineo,
considerando uma amostra de 367 individuos, classificados de acordo com as duas
caracteristicas simultaneamente.

Grupo sanguineo
Sexo ©) A B AB Total
Masculino 96(99") 94(98) 30(24) 14(13) 234
Feminino 59(56) 60(56) 7(13) 7(8) 133
Total 155 154 37 21 367

Os valores entre parénteses na tabela correspondem as frequéncias esperadas calculadas
sob a hipotese Ho ser verdadeira [* = (155.234) /367]
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Ho: os dois atributos sao independentes
Hi: os dois atributos ndo sao independentes

_ 00\2 ep2 o2
2 _ (96—99) N (59-56) . (7-98) _50
99 56 8
2
Xes%,3) = 7,82

2 . . N . .
Conclusdo: como ¥ ohs< Xg(S%, 3), @ hiptese de independéncia entre os dois atributos

(sexo e grupo sanguineo) nao € rejeitada ao nivel de significancia de 5%.
Restri¢des do uso do teste qui-quadrado (x?)

Por razdes tedricas:

- os testes vistos sdo aplicados sem restricdo se todas as frequéncias esperadas forem
maiores do que 5;

- quando o grau de liberdade for igual a 1, cada frequéncia esperada ndo deve ser inferior
ab;

- quando o grau de liberdade for maior do que 1, o teste qui-quadrado nao deve ser usado
se mais de 20% das frequéncias esperadas forem inferiores a 5 ou se qualquer frequéncia
esperada for inferior a 1.

- 0s testes somente devem ser aplicados aos dados observados e nunca com as proporgdes
ou porcentagens oriundas dos mesmos.

Obs.: caso haja restricdes no uso do teste, eventualmente, pode-se juntar categorias
adjacentes de modo a aumentar as frequéncias esperadas.
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12 REGRESSAO E CORRELACAO LINEAR

12.1 . Introducio: regressiao versus correlacio

Em experimentos que procuram determinar a relacdo existente entre duas variaveis, por
exemplo, a dose de uma droga e a reacdo, concentracdo e densidade 6tica, peso e altura,
idade da vaca e a producao de leite, etc., dois tipos de situagdes podem ocorrer:

(@) uma variavel (X) pode ser medida acuradamente e seu valor escolhido pelo
experimentador. Por exemplo, a dose de uma droga a ser ministrada no animal. Esta
varidvel é a variavel independente. A outra varidvel (Y), dita variavel dependente ou
resposta, estd sujeita a erro experimental, e seu valor depende do valor escolhido para a
variavel independente. Assim, a resposta (reagdo, Y) é uma varidvel dependente da
variavel independente dose (X). Este é o caso da Regressao.

(b) as duas varidveis quando medidas estao sujeitas a erros experimentais, isto é, erros de
natureza aleatdria inerentes ao experimento. Por exemplo, producado de leite e producdo
de gordura medidas em vacas em lactagdo, peso do pai e peso do filho, comprimento e a
largura do cranio de animais, etc. Este tipo de associagdo entre duas varidveis constitui o
problema da Correlacao.

Atualmente, se da a técnica de correlacdo uma importancia menor do que a da regressao.
Se duas variaveis estdo correlacionadas, é muito mais ttil estudar as posicdes de uma ou
de ambas por meio de curvas de regressdo, as quais permitem, por exemplo, a predicdo de
uma varidvel em funcdo de outra, do que estuda-las por meio de um simples coeficiente
de correlacao.

12.2 Regressao linear simples

O termo regressao é usado para designar a expressdo de uma variavel dependente (Y) em
funcao de outra (X), considerada independente. Diz-se regressdo de Y em (sobre) X. Se a
relacdo funcional entre elas é expressa por uma equacao do 1° grau, cuja representagao

geométrica é uma linha reta, a regressao é dita linear.

Para introduzir a ideia de regressao linear simples, consideremos o seguinte exemplo:
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Tabela 1. Tempo, em minutos, e quantidade de procaina’! hidrolisada, em 10 moles/litro,
no plasma canino.

Quantidade
Tempo(X) hidrolisada (Y) XY X2 Y?

2 3,5 7,0 4,0 12,3
3 57 17,1 9,0 32,5
5 9,9 49,5 25,0 98,0
8 16,3 130,4 64,0 265,7
10 19,3 193,0 100,0 372,5
12 25,7 308,4 144,0 660,5
14 28,2 394,8 196,0 795,2
15 32,6 489,0 225,0 1062,8

Total 69 141,2 1589,2 767,0 3299,5

1 anestésico local

A simples observacdo dos dados apresentados na Tabela 1 mostra que no intervalo
estudado a quantidade de procaina hidrolisada varia em fun¢ao do tempo.

Na resolugdo de problemas de regressdo, o primeiro passo é tracar o diagrama de
dispersao correspondente, marcando, em um sistema cartesiano bidimensional, os
diversos pares de valores observados (xi , yi). Assim, o diagrama de dispersao
correspondente aos dados da Tabela 1 é mostrado na Figura 1.

Y 35-
30
25 ¢
20 .
15 -
10 | .
5 L 2

Figura 1. Diagrama de dispersao dos dados da Tabela 1.

E facil ver observando essa figura, que os pontos relativos aos dados de tempo e
quantidade de procaina hidrolisada estdo praticamente sobre uma reta. Parece entdo
razodvel estabelecer que a variacdo da quantidade de procaina hidrolisada (Y) pode ser
considerada como uma funcao linear do tempo (X).

Postulada a existéncia de uma relacdo linear entre duas varidveis, pode-se representar o
conjunto de pontos (X,, Yy, ) pela equagdo da reta:
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y=a+pfx+e

que expressa o valor de Y como funcdo do valor de X, onde ¢, conhecido como erro ou
residuo, é a distancia que um resultado y em particular se encontra da linha de regressao
da populagdo, representada pela equagao:

E(y/x)=a+px,

em que o indica o intercepto da linha com o eixo do Y e B o coeficiente angular ou
inclinacdo da reta.
Se ¢ [y - E(y/x)] é positivo, y é maior do que E(y/x); se é negativo, y é menor do que

E(y/x); e a soma dos €;8 ¢é igual a zero (> g = 0). Logo, a média dos erros é nula, isto é,
E(gi ) = 0 .

Como veremos a seguir, os parametros a e p da linha de regressdo da populacdo sdo
estimados a partir da amostra aleatoria de observagdes (X, V,).

Regressao linear: estimacao de parametros

Considerando, entdo, que observagdes X,,X,,...,X, sejam obtidas sobre a varidvel
independente x, tal que y,,¥,,...,¥, sejam as observagdes feitas sobre a varidvel
dependente y, todas sujeitas a erros experimentais, pode-se querer saber como é que y
varia, em média, para um dado x. Ou seja, como os y. variam aleatoriamente, deseja-se
conhecer a distribuicdo do y quando x é conhecido. Isto é feito por meio da esperanga
condicionada de y dado x, simbolizada por E(y/x), que depende em geral de x. E(y/x) é
também chamada de funcao de regressao de y em x.

A Figura 2, apresentada a seguir, mostra as distribuicdes de y dados certos valores de x,
supondo a fungdo de regressao de y em x linear.

Modelo. A reta da Figura 2 é simbolizada por E(y/x)=a+ B x, onde a e p sdo os

parametros a serem estimados.

A partir de agora, se 0 modelo acima for desenvolvido num contexto paramétrico, uma
hipétese simplificadora e muito simples deve ser feita, a saber: a distribuicdo da varidvel
aleatéria y, para um dado x, € normal. Mais especificamente, fixado um X, (X ndo é uma
variavel aleatoria), os y_ constituem variaveis independentes normais N(a + Bx,,6°); o
que equivale dizer que as médias das distribui¢cdes de y/x estdo sobre a verdadeira reta
o + BX ou seja, E(yi) = E(a) + E(Bxi) + E(ei) = o + Bxi, onde E(ei) = 0, e que para um dado
valor de x, a variancia do erro é sempre ¢?, denominada varidncia residual, isto é, E[yi -

E(yi/xi)]? = E(ei)> = o? (propriedade homocedastica). Estes conceitos estao ilustrados na
Figura 2.
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Figura 2. Normalidade dos resultados y para determinado valor de x

A parte do fato que o2 é desconhecido, a reta na qual as médias estdo localizadas é
também desconhecida. Assim, um objetivo importante da andlise estatistica é estimar os
pardmetros a e 3 para que se conheca totalmente a funcdo de regressao E(y/x). A teoria
mostra que a melhor maneira de estima-los é por meio do método dos quadrados

minimos, que consiste em minimizar a soma dos quadrados das distancias y, —y,, onde

§’i = a + bX, representa a equagdo de regressao estimada, tal que a = aeb =[§ sao os
estimadores de a e [, respectivamente.

Sendo, entdo, y; — ¥; a diferenca entre o valor observado e o estimado pela equagdo de
regressao para cada observacdo, a qual é rotulada por e, procura-se estimar o e f3, de
modo que Zeiz =>(y; - 3’i)2 seja 0 menor possivel. As diferengas ei = y, — ¥, sdo
chamadas “desvios da regressao” ou “erros de estimativas”. Se todos os desvios (ei) sdo
iguais a zero, implica que cada ponto (xi, yi) se encontra diretamente sobre a linha
ajustada; os pontos estdo tdo proximos quanto possiveis da linha.

Estimadores. Dado um conjunto de n pares de observagodes (x1, y1), (X2, ¥2), -, (X0, Yn),

pode-se mostrar, usando métodos de célculo infinitesimal ndo utilizado aqui, que os
estimadores de quadrados minimos sao:

. Z(xi_)_c)(yi_y)
b_ﬂ_ Z(xi_)_c)z

Dividindo-se o numerador e o denominador de b por (n — 1), vé-se que

_ Cov(X,Y) _ [0 —%)(, = 7)/n-1
Sk > (x,-x)1/n-1

b é denominado coeficiente de regressdo de Y em X; simboliza-se por by.x

b

Foérmulas de célculo:
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Z(xi _)_C)(yi _y) = inyi —(ZXI')HM

TR ORI
n

Note-se que, além da suposicdo da normalidade do y, outras hipoteses usadas pelo
método de minimos quadrados sdo:

para qualquer valor especifico de x, Oy /x, 0 desvio padrdo dos resultados y, nao se

modifica. Esta hipotese de variabilidade constante em todos os valores de x é conhecida
como homoscedasticidade, e

(b) arelacdo (verdadeira) entre y e x é suposta linear; mais claramente,

E(y/x) = a+ Bx.

Vejamos agora o cdlculo da equacdo de regressdo usando como exemplo os dados
apresentados na Tabela 1:

DXy 69.141,2
ny—T (158927 ggy35

by x = = —— = =216
T Q%) 267 (9 171,88
n 8
4=F—bF= 14;2 ~(216 6—89) 17,65 - (2,16 . 8,63) = - 0,98

Portanto, a equagao de regressao linear é:
¥, =—0,98+2,16.x, 1)
ou, como a=y—bx e y=y—-bx+bx,
y, =y+b(x,—x) =17,65+ 2,16 (xi - 8,63) )

Note que as equacdes (1) e (2) sdo equivalentes; entretanto, em (2) fica mais evidente que a
reta de regressdo passa pelo ponto (X,y). O coeficiente angular da reta (b) é positivo, tal

como sugerido pelo préprio diagrama de dispersao.
Para tracar a reta de regressao, basta dar valores quaisquer para X dentro do intervalo

estudado e calcular os respectivos valores de Y (Figura 3). Os valores calculados de

Y ndo coincidem necessariamente com os valores observados de Y. A curva resultante é
denominada de regressdao de Y para X, visto que Y é avaliado a partir de X.
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Y 3, § =2,160§x — 0,985
30 A
25 A
20 - 74
15
10 ~
;]
0 ‘ ‘ ‘ X
0 5 10 15 20

Figura 3. Quantidade de procaina hidrolisada (?) em fungao do tempo (X).

O mais importante objetivo de um estudo de regressdo é usar o modelo linear
desenvolvido para estimar a resposta esperada correspondente a um nivel especifico da
varidvel controlada. De acordo com o modelo linear, a resposta esperada para um valor x

da variavel controlada é dada por E(y/x)=a + 3 X e a estimada, por ¥ =a + bx, que é
um estimador ndo viciado para a média E(y/X). Isto ¢, como pode ser mostrado,

E(y/x)=E(a) + xE(b) =a + 3 x. Assim, por exemplo, na equagéo de regressao linear

~

(1), para Xj =11", yj = 22,8.10-> moles/litro.

E importante aqui distinguir entre interpolagao (predicio dentro da amplitude dos dados
amostrados; no exemplo, predicdo da quantidade de procaina hidrolisada no tempo igual
hd 11 minutos) e extrapolacao (predicdo fora da amplitude dos dados; no exemplo,
predicdo da quantidade de procaina hidrolisada no tempo de 177 como sendo
aproximadamente 35,7.10° moles/litro). A extrapolacio deve-se implementada com
cuidado, pois, (1) embora existindo uma relagao linear entre X e Y (esta pode ser adequada
na regido definida pelo conjunto de valores usados), o modelo pode deixar de ser vélido
fora da regidao definida por esse conjunto, e (2) quanto mais afastado o valor predito (x;)
estiver de X, maior serd o erro da extrapolagao.

12.3 Interpretacido do coeficiente de regressao (b)
Obtida uma reta de regressao, o primeiro passo na sua interpretagao é verificar o sinal de

b. Se for positivo, indica que, quanto maior o valor de X, maior o valor de Y; se negativo,
indica que quanto maior o valor de X, menor o valor de Y.

b >0 b <0

Uma interpretacdo mais informativa para o coeficiente de regressao (b) é
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que ele representa em quanto varia a média de Y para o aumento de uma unidade da
variavel X. Esta variacdo pode ser negativa, situacdo em que para um acréscimo de X
corresponde um decréscimo de Y. Esse coeficiente, juntamente com o intercepto (a), o qual
determina o ponto em que a reta corta o eixo de Y, estdo representados na Figura 4.

¥y=a+bx

a+Dbx a+bx+b

g |

Figura 4. Representacdo do modelo j = a+bx

No exemplo: ¥, =—-0,98+2,16x,, para x =14, § = 29,26 e para x =15, §=23142. A
diferenca entre os valores de y é 2,16, exatamente o valor de b; ou seja, para cada

acréscimo de uma unidade em X, y acresce de 2,16. O intercepto a = —0,98 representa a

quantidade de procaina hidrolisada para o tempo zero, o qual, neste caso, ndo possui
significado biolégico.

Observacgoes:

(1) A regressdodey emx, E(y/x)=-0,98 + 2,16.x;, representa, no caso do exemplo, a

reta de regressao da quantidade de procaina hidrolisada sobre o tempo. Ou seja, E(y/x)
nada mais é do que a média da distribuicdo de todas as quantidades de procaina
hidrolisada em um dado tempo (x).

(2) O estimador de minimos quadrados da varidncia de y dado x (c?), referido como
quadrado médio residual, é dado pela férmula:

L -0 -P
. 2= S (1)’
n-2 '

cuja estimativa, no exemplo, é 0,82. O que estd se supondo é que esse valor é constante
para cada x fixado (propriedade homoscedastica)
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(3) Ha situagdes nas quais X também aparece como uma variavel aleatéria. Nesses casos,
pode ser que estejamos também interessados na regressao de
XemY. Tém-se:

. D (x-X)(y-Y)
Y-y

X, =Xtby,(y,—¥), onde

Tabela 2. Exemplo de regressdo linear em planta entre drea foliar (Y) e comprimento vezes
a largura (X) de 20 folhas de bromélia selecionadas ao acaso:

X |o08 015 008 005 008 011 008 010 006 0,05
Y [007 012 006 004 006 009 006 008 005 0,04
X |006 003 016 009 005 008 011 014 0,09
Y |005 003 013 007 003 006 009 011 0,08
Y 014 -
0,12
0,1
0,08
§=0,8054 + 0,0002
0081 r? =0,9849
0,04
0,02 4
0 T T ; ; ; ; T
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14 0,16 0,18

X

Figura 5. Area foliar (Y) em fungdo do comprimento vezes a largura (X) da folha de
bromélia.

12.4 Correlacao

Vimos que numa andlise de regressdao linear simples, se determina, por meio de
estimativas dos parametros, como uma variavel X exerce, ou parece exercer efeito sobre
uma outra variavel Y.

Quando X e Y sdo ambas varidveis aleatdrias, pode ser util o conhecimento de uma
medida que relacione as duas varidveis quando elas mantém entre si uma relacdo dada
por uma linha reta. Tal medida é dada pelo coeficiente de correlacdo (p). Assim, correlacao
é definida como a quantificacdo do

grau em que duas variaveis aleatorias estdo relacionadas, desde que a relagao seja linear.
Na andlise de correlacdo se procura, entdo, determinar o grau de relacionamento entre as
duas variaveis, ou seja, se procura medir a covariabilidade entre elas.
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Na andlise de regressdo é necessdrio distinguir a varidvel dependente e a varidvel
independente; na de correlacao, tal distingao ndo é necessaria.
No que segue, os dados sdo supostos normalmente distribuidos.

Definicdo: Sejam xi1, X2, .., Xn; V1, V2, .., yn Os valores observados de X e Y,
respectivamente. Chama-se coeficiente de correlacao (amostral) entre X e Y, o namero
dado por:

o Coxy) YO mPE-H)/n-l Y0P )
War(X)Var(Y) ¥ (x,-%)’ 20 XE-0T )

n—1 n—1
Uma férmula equivalente de calculo de 1, de facil manuseio, é:

inyi_(zxizyi)/n _ Zx,.y,.—m?)_/
I =) Yy =y ] O x —n@? )Yy —n5?)

Propriedades

V=

(1) O ntimero r varia entre -1 e + 1

X sobre Y

Y Y X sobre Y
Y sobre X Y

Y sobre X

"

r=1 0<r<l1
@ (b) iy

. Y sobre X

X sobre Y

-1<r<0 X B r=-1
(d) ©)

Figura 6. Retas de regressao e o coeficiente de correlacao linear.

O valor numérico de r mede a intensidade da relacdo linear e o sinal de r

indica o sentido da relacdo. Nas Figuras (a) e (e) ha correlacdo perfeita: o valor de Y é
determinado exatamente por uma reta linear em X, ou seja, os pontos estdo dispostos de
forma tal, que as retas de regressao de Y sobre X e de X sobre Y coincidem. Em (c), caso em
que r = 0, o qual é interpretado como auséncia de relacdo linear, os dois coeficientes de
regressao byx (Y em X) e bxy (X em Y) sdo também zero e, portanto, as retas de
regressao sao perpendiculares.

E importante assinalar que r = 0 nao implica em auséncia de relacdo entre duas variaveis.
Isto é mostrado na Figura 7, onde apesar de r=0, éevidente que existe uma relacdo
parabodlica entre X e Y. Portanto, r = 0 somente implica auséncia de relacdo linear entre as
duas variaveis.
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1.1,

> X

Figura 7. Relagdo parabdlica entre X e Y, onde: r = 0.

(2) r2 ¢é igual ao coeficiente de determinacdo da regressio linear simples
(y, =a+bx;). Note que 0 < r2<1.

O coeficiente de determinagdo pode ser interpretado como a proporgao da variabilidade
total observada entre os valores de Y, explicada pela regressdo linear de Y sobre X ou seja,

2 2

2 _ Sy TSyix
r= 2
Sy

Z(yi _)’}i)z
i=l

onde: s;,, =1 é a variacdo dos valores de Y que ainda permanece, depois de se

n—2
levar em conta a relacdo linear entre Y e X (devido ao fato que nem todos os pontos estdao

sobre a reta de regressao), que é parte ndo explicada pela regressao; e (S%{ —S%{ /x) €éa

. . ~ 2 .
variacdo em Y explicada pela regressdo. Note que Sy ,x envolve a soma dos desvios
elevados ao quadrado das observagdes reais (yi) dos valores ajustados (V;), isto &, Zef ,

i=1

a qual é a quantidade minimizada ao se ajustar a linha de minimos quadrados (veja Figura
8).

O coeficiente de determinacdo é, portanto, uma medida descritiva da qualidade do
ajustamento obtido pela equagdo de regressio estimada. E particularmente importante
quando é usado para fazer previsdes e serd tanto mais Gtil quanto mais préximo de um
(1,0) estiver o seu valor. Se r2 = 1, todos os dados na amostra situam-se na linha de
minimos quadrados; se r2 = 0, ndo ha uma relacao linear entre X e Y.

Para o exemplo apresentado na Tabela 1, pode-se mostrar que r2 = (0,997)2 = 0,994. Esse
valor implica em uma relagdo linear forte entre o tempo e a quantidade de procaina
hidrolisada; em particular 99,4 % da variabilidade entre os valores observados de procaina
hidrolisada é explicada pela relagdo linear entre essa varidvel e o tempo. O restante 1
- 0,994 = 0,006 (0,6 %) da variacdo ndo é explicada por essa relacgdo.

(3) Das formulas do coeficiente de regressao e de correlacdo tém-se:
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onde: sx e sy sdo os desvios padrao de X e Y, respectivamente.

Retas de regressao e o coeficiente de correlagao linear

A equacao da reta Y =qa, +bX ou a reta de regressdo de Y em X, como visto, pode ser
escrita sob a forma:

Y=Y +b(X-X) ouY-Y =b(X-X)

s
— — Y
Como b, =b, , =7

Sx

?—Y:rS—Y(X—)?) ou y:rs—y-x 1

Sy Sy

De modo semelhante, a reta de regressao de X em Y, X =a, + sz, pode ser escrita

cOomo:
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/(X,Y]
12 1 rl ‘I‘ Desvio ndo explicado pela
w{ regessio ferr) (Y -1 )
D
10 4 :
< E Diesvio erplicado pela
Desviototal (V- F) : > Tegressin ({’—?)
g :
b :
\ 1/
/7 . T !
4 :
2 - :
EI T T ; 1
I | d 3 4 5 fi 7 i 4

Figura 8. Regressao linear de Y sobre X

X—)?:rS—X(Y—Y), ondebzsz_yzrs—x, ou x=l’S—X'y (2)

Sy Sy Sy

As declividades das retas (1) e (2) somente serdo iguais quando r = + 1. Neste caso, as duas
retas serdo idénticas e ha correlacdo linear perfeita entre as varidveis X e Y [Se r=+1, a

equagdo (2) pode ser obtida da de (1) ou seja, xziou x=2x. vy]. Quando r = 0, as
Y SY
Sx

retas de regressao

estdo em angulo reto e ndo hé correlacdo linear entre X e Y. Tais fatos estao ilustrados na
Figura 6. Dessa forma, o coeficiente de correlacdo linear mede o afastamento angular entre
as duas retas de regressao.

Sy S - S
Note que: b, -b, =r—L-r=X =7?, onde: r2 = coeficiente de determinacao.

SX SY
12.5 Correlacgio e causa
E importante salientar que o coeficiente de correlacao define apenas o sentido da variacao

conjunta das varidveis. A observagdo que duas varidveis tendem variar simultaneamente
em uma direcdo ou em dire¢des contrarias, onde os dados provavelmente indicariam uma
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correlacdo, positiva ou negativa, alta, ndo implicaria necessariamente na presenga de uma
relacdo de causa e efeito entre elas. Assim, na Figura 9, nota-se que existe uma correlagao
negativa entre o consumo de proteinas e o coeficiente de natalidade. Entretanto, isto nao
implica em afirmar que um aumento no consumo de proteinas determina reducdo da
fertilidade. Portanto, uma correlacdo observada pode ser falsa (correlacao esptria), isto ¢,
pode ser devido a uma terceira e desconhecida variavel causal.

Natalidade (%)

Consumo de proteina (g)

Figura 9. Diagrama de dispersdo para o consumo individual didrio de proteinas de origem
animal e a natalidade, em 28 paises.

Exemplo de correlagao

Tabela 2. Amostra de pares de valores referentes aos pesos (kg) ao nascer (X) e aos 12
meses (Y) de 10 animais da raga Nelore:

X ‘29 32 28 23 28 34 27 24 27 20
Y ‘219 262 202 138 190 215 188 164 185 150

zxy_Zny 53)202_2721.:)913

r = n =
YO a2 —ne) Yy —ni?)  (7552-1027,27)(377.743-10.191,3%)
r=0,87

Portanto, o grau de associacdo linear entre X e Y estd quantificado em 87%.
12.6 4. Testes sobre o coeficiente de regressao () e correlacio (p)
Verificaremos agora se os valores estimados de b e de r tem significados estatisticos, ou

seja, se os coeficientes de regressdo () e de correlacdo (p) que eles estdo indicando sdao
estatisticamente validos.

A hipotese Ho: f = 0 (ndo existe dependéncia linear entre X e Y) pode ser testada usando a
estatistica:

b- P b

\/ Var (b) - \/Var(b) ’
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que tem distribuicdo t com n - 2 graus de liberdade,

=2 _[Z(x[ _)_C)(y[ _)7)]2
Y (=) S, —%)

onde: var (b)= n-2

Z('x[ _)_C)z

pRURES S O A SO e i

Exemplo. Testar Ho : B = 0 contra Hi : f # 0 (existe dependéncia linear entre X e Y)
empregando os dados apresentados na Tabela 1.

Solucao:
n=238 b =216
2

D=-y=Dy- (Zy) 3.299,42—%:807,24

807,24 _i(371,35)

171,88
Var(b) = : = 982 _ 00048
171,88 171,88
b—pf  216-0
tobs = = = 9
JVar(b) 10,0048

a=5% gl=n-2=6 te (0,05; 6) = 2,447

RC={t>2447 ou t<-2,447)

Conclusdo: como tobs € a RC, rejeita-se Ho, com nivel de significancia de 5%. Sendo b =
+2,16, hé evidéncia de que os valores de Y realmente crescem com os valores de X.

Para testar Ho : p = 0 (ndo existe correlagdo entre X e Y) contra Hi: p # 0 (existe correlacao
entre X e Y) pode-se usar a estatistica:
r=p

N Var(r)

que, para amostras retiradas de uma populacado para a qual p = 0, segue uma distribuicao t

—r? . rAn—=2

.Assim, = -

com n - 2 graus de liberdade, onde: Var(r) =

1-r

Exemplo. Dos dados da Tabela 2,
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_08710-2 2,46

obs — \/1—(0,87)2 0,49

5,02

Se a = 0,01, tc (0,01, 8 = 3,355.

Como tobs > te, a hipétese nula é rejeitada ao nivel de significancia de 1%. Portanto, ha
evidéncia de que as varidveis X e Y sdo correlacionadas.

Obs.: pode-se mostrar que

b :r\/n—2
\/mr(b) \/l—r2

rvn—2 ~t(n—2), que é de

Assim, para se testar a hipotese = 0, pode-se usar a estatistica -

l1-r
calculo mais facil. No exemplo apresentado na Tabela 1,

b rn-2_ 099748-2

_ - =31,30
Jvar(®)  1-7  1-(0,997)
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13 ANALISE BIDIMENSIONAL

13.1 Introducao

O objetivo da andlise bidimensional é analisar o comportamento conjunto de duas
varidveis. Assim, como para o caso de uma varidvel, a distribuicdo conjunta das
frequéncias é um poderoso instrumento para ajudar a compreensdo dos dados. A
distribuicdo por frequéncia é representada por uma tabela de dupla entrada.

Exemplo 1. Usando as varidveis qualitativas avaliagdo ao nascer e sexo em bovinos,
apresentadas no capitulo Estatistica descritiva (Tabela 1), tém-se:

Tabela 1. Distribuicdo conjunta das frequéncias das varidveis avaliacdo ao nascer (X) e
sexo (Y) dos animais da Fazenda Z.

Y R 1\>/<I 5 Total
Macho 3 12 5 20
Fémea 7 18 5 30

Total 10 30 10 50

Fonte: Tabela 1 (Estatistica descritiva)

A linha dos totais fornece a distribui¢do da variavel X, e a coluna dos totais a distribuicao
da variavel Y. Essas distribuicdes sao chamadas de distribui¢cdes marginais, enquanto que
a Tabela 1, constitui a distribuicao conjunta de Xe Y.

Em vez de se trabalhar com as frequéncias absolutas, pode-se construir tabelas com as
frequéncias relativas (proporgdes), como foi feito no caso unidimensional. Mas aqui
existem 3 possibilidades de se expressar a proporcao de cada célula: em relacao ao total
geral (Tabela 2), ao total de cada linha e ao total de cada coluna (Tabela 3). De acordo com
o resultado de cada pesquisa, uma delas serd a mais conveniente de ser usada.

Tabela 2. Distribui¢do conjunta das propor¢des (em %), em relacdo ao total geral, das
variaveis X e Y

Y R 1\>/<I 5 Total
Macho 6 24 10 40
Fémea 14 36 10 60

Total 20 60 20 100

Fonte: Tabela 1

Os totais das margens fornecem as distribui¢des unidimensionais de cada uma das
variaveis.
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Tabela 3. Distribui¢do conjunta das propor¢des (em %), em relacdo aos totais de cada

coluna, das variaveis Xe'Y

Y E M 5 Total
Macho |30,0 (15,0) 40,0 (60,0) 50,0 (25,0) 40,0 (100)
Fémea |70,0 (23,3) 60,0 (60,0) 50,0 (16,7) 60,0 (100)
Total 100,0 (20,0) 100,0 (60,0) 100,0 (20,0) 100

Fonte: Tabela 1

Este tipo de distribuicdo serve para comparar a distribui¢do do sexo (Y) dos animais,
conforme os niveis de avaliagdo ao nascer (X).

De modo anélogo, pode-se construir a distribuicdo das propor¢des em relacao ao total de
linhas (valores entre parénteses na Tabela 3).

13.2 Independéncia de variaveis

Um dos principais objetivos de uma distribuicdo conjunta é descrever a associabilidade
entre as variaveis, isto é, deseja-se conhecer o grau de dependéncia entre elas, de modo
que se possa prever melhor o resultado de uma delas, quando se conhece o resultado da
outra.

Vejamos, agora, como identificar a dependéncia ou ndo entre varidveis, por meio da
distribuicdo conjunta, no caso entre X e Y (Tabela 1).

Inicialmente, deve-se construir as proporcdes segundo as linhas ou as colunas, para se
fazer as comparacoes, pois fica dificil tirar alguma conclusdo, devido a diferenca entre os
totais marginais. Fixando os totais das colunas, a distribuicdo estd na Tabela 3. A partir
dessa tabela pode-se observar (na coluna do total) que independentemente da avaliagao,
40% dos animais sdo machos e 60% fémeas. Havendo independéncia entre as varidveis,
seria esperado estas mesmas proporcdes para cada nivel de avaliagdao (R, M e E). Deste
modo, a andlise da Tabela 3 parece indicar haver independéncia entre as duas variaveis.
Convém observar que a conclusao sera a mesma, se for utilizado as proporcdes calculadas,
mantendo-se constante os totais das linhas.

Por outro lado, se ao compararmos a distribuicdo das proporcdes pelos sexos,
independentemente da avaliacdo (coluna de total), com as distribuicdes diferenciadas por
nivel de avaliagdo (colunas de R, M e E), observdssemos uma disparidade bem acentuada
nas proporcdes, entdo, neste caso, os resultados indicariam dependéncia entre as
variaveis.

Exemplo 2. Vamos supor uma pesquisa envolvendo peso e sexo de bovinos, cuja
distribui¢do conjunta é:
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Tabela 4. Distribuicdo conjunta das frequéncias e proporg¢des (em %), segundo o sexo (X) e
o peso aos 12 meses de idade (Y), em kg

X
Y Macho Fémea Total
> 198 14 (70%) 8 (27%) 22 (44%)
<198 6 (30%) 22 (73%) 28 (56%)
Total 20 (100%) 30 (100%) 50 (100%)

Fonte: Tabela 1 (Estatistica descritiva)
Os totais entre parénteses indicam as proporg¢des em relagao aos totais das colunas.

Comparando-se a distribuicdo das proporcdes dos pesos, independentemente do sexo
(coluna do total), com as distribuicdes diferenciadas por sexo (colunas de macho e fémea),
observa-se uma disparidade bem acentuada nas proporgdes, Assim, parece haver uma
maior concentragdo de machos na classe de peso > 198kg e de fémeas na classe < 198kg.
Portanto, nesse caso, as varidveis sexo e peso parecem dependentes.

Quando existe dependéncia entre variaveis é interessante quantifica-la.

2. Medida de dependéncia entre duas variaveis

De um modo geral, a quantificacdo do grau de dependéncia entre duas varidveis é feita
pelos chamados coeficientes de associagdo ou correlacdo. Estes sdao medidas que
descrevem num tUnico ntimero a dependéncia entre as duas varidveis. Para maior
facilidade de compreensdo, esses coeficientes usualmente variam de zero a um (ou, as
vezes, de -1 até 1), e a proximidade de zero indica total independéncia.

A anélise da Tabela 4 (Exemplo 2), mostra a existéncia de uma certa dependéncia entre as
variaveis. Sob a hipétese de independéncia, os niimeros esperados dentro de cada sexo
sdo apresentados na Tabela 5.

Tabela 5. Valores esperados assumindo independéncia entre as variaveis X e Y

X
Y Macho Fémea Total
% esp. fe % esp. fe
> 198 44 8,8 44 13,2 22 (44%)
<198 56 11,2 56 16,8 28 (56%)
Total 100 20,0 100 30,0 50 (100%)
Fonte: Tabela 4 fe = frequéncia esperada

Comparando as Tabelas 4 e 5, pode-se verificar as discrepancias existentes entre os valores
observados (Tabela 4) e os esperados (Tabela 5), assumindo independéncia entre as
varidveis. Na Tabela 6 estdo resumidos os desvios: observados menos esperados.
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Tabela 6. Desvios entre os valores observados e esperados

X
Y Macho Fémea Total

fo  fe  fofe fo fe  fofe
> 198 14 88 52 (31) 8 132 -52 (2,0) 22 (44%)
<198 6 11,2 -52 (24) 22 168 52 (1,6) 28 (56%)
Total 20 200 O 30 30,0 0 50 (100%)
Fonte: Tabelas 4 e 5 fo = frequéncia observada

Obs: a soma total dos desvios é nula

Analisando-se a Tabela 6, pode-se constatar que a medida que a frequéncia observada (fo)
se aproxima da frequéncia esperada (f.), a hipotese de independéncia estd sendo
verificada, e em caso das frequéncias esperadas se afastarem das observadas, isto é
indicativo que a hipétese de independéncia nao se verifica, ou seja as varidveis
apresentam um certo grau de dependéncia.

Uma medida do afastamento global pode ser dada pela soma dos desvios relativos:

(f, = 1)
Je

cujos valores sdo indicados entre parénteses na Tabela 6, para todas as células.

Chama-se essa medida de qui-quadrado (y?) e no Exemplo 2 tém-se:
2 =31+24 +20+16=91
No caso geral, a expressao de x? é dada por
f,—f,)’
X2 =2 u , onde a somatoéria é estendida a todas as células.

€

x’ — 0, a tendéncia ¢ deindependéncia, e

x’ >>>...>0, atendénciaéde dependéncia

Quando {

Assim, quanto maior for o valor de %2 maior serd o grau de associagdo existente entre as
duas variaveis. Mas fica dificil, baseando-se no valor de y?, julgar se associacdo ¢é alta ou
nao. Por isso, véarias medidas tem sido propostas:

(a) Coeficiente de contingéncia de Cramér

X
= , 0<Qi<1
¢ n(g=1) 1

Se 0/ =40 , 1< Q<1
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(b) Coeficiente de contingéncia de Pearson

Q=% 0sqs |1

n+y’ q

onde: g = numero de linhas ou colunas da tabela, o que for menor
n = tamanho da amostra

Em (b), mesmo quando existe uma associacdo perfeita, Q> pode nao ser igual a um (1,0).
Uma alteracdo possivel é considerar:

(c) Coeficiente phi de Pearson em tabela 2 x 2

(0:(’711'”22_”12'”21) 1< o<1

7
Ny R, R R,

onde: nj representa a frequéncia conjunta observada da casela (i, j), ni. e nj sdo os totais da
i-ésima linha e da j-ésima coluna da tabela, respectivamente, i,j=1,2.

Grandes valores dessas medidas sdo indicativos de uma forte associacio entre as
varidveis, mas uma interpretacdo esta faltando para valores pequenos e intermedidrios.
Isto porque um tamanho amostral (n) grande, tende produzir medidas pequenas, embora
o valor do %2 possa ser significativo. Trataremos da significancia do y2 no capitulo sobre a
distribuicdo desta estatistica (teste y?).

Retornando ao Exemplo 2:

9,1 9,1
:—, 20’18 = 2 = N
o 50(2-1) ©, 50+9,1
Q;:O,18:O,25 o= (14-22-6-8) _ 042
1 v20-30-22-28
2

sdo indicadores do grau de associacdo entre as varidveis peso aos 12 meses e sexo.

Quanto ao Exemplo 1, os indicadores do grau de associagao entre as variaveis avaliagdo ao
nascer e sexo sao:
x2=0,27 Q1 =0,00540

Q> = 0,00537 Q. =0,00759,
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que sugerem, como ja foi observado, independéncia entre as variaveis.

Exemplo 3. Amostras de leite de 50 vacas em lactacdo foram submetidas a dois tipos de
testes: California mastitis test (A) e teste de Whitesid (B), para deteccdo de mastite sub-
clinica. Os resultados foram os seguintes:

Teste A
Teste B + - Total

fo  %esp” f fo  %esp” f
+ 25 60 18 05 60 12 30 (60%)
- 05 40 12 15 40 08 20 (40%)
Total 30 100 30 20 100 20 50 (100%)

Fonte: dados hipotéticos *assumindo independéncia entre os testes

Verificar o grau de associagdo entre os dois testes.
Solucao:
Os indicadores do grau de associa¢do entre os testes sdo:

_ 2
7= Z% =2,72+4,084+4,084+6,12=17,0

B Ve 170
n(g-1) 50(2-1)

2
X 17,0
0, = = =0,50 0, = = =0,71
Vn+zy” \50+17,0 PR

o= (my, -ny —n,-my)  (25.15-5.5) 350
Jn.n, -n,-on, /30203020 600

0, 0,34 O =,J0, =034 =0,58

0,58,

os quais sugerem, em geral, que estdo associados.

Quando as varidveis envolvidas sdo ambas do tipo quantitativo, pode-se usar o mesmo
tipo de anélise apresentada anteriormente. De modo analogo, a distribuicdo conjunta pode
ser resumida em tabelas de dupla entrada, e por meio das distribuigdes marginais é
possivel estudar a dependéncia ou ndo das varidveis. Algumas vezes, para evitar um
grande ntimero de entradas, agrupa-se os dados marginais em intervalos de classe, de
modo semelhante ao resumo feito no caso unidimensional. Mas, além desse critério de
andlise, as varidveis quantitativas sdo passiveis de procedimentos analiticos mais
refinados, para se verificar a associagdo entre elas. Dentre eles, um bastante util é o grafico
de dispersdo, que nada mais é do que a representacdo de pares de valores num sistema
cartesiano.
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13.3 Diagrama de dispersao
Vejamos a ilustragdo por meio de um exemplo.

Exemplo 4. Na Tabela 7 é apresentado os dados referentes aos pesos ao nascer (X) e aos 12
meses (Y) de idade de 10 bovinos de uma fazenda.

Tabela 7. Pesos ao nascer e aos 12 meses de idade, em kg, de 10 bovinos da Fazenda Z

Animal Peso ao nascer (X) Peso aos 12 meses (Y)
1 29 219
2 32 262
3 28 202
4 23 138
5 28 190
6 34 215
7 27 188
8 24 164
9 27 185
10 20 150

Fonte: Tabela 1 (Estatistica descritiva)

Na Figura 1 estdo representados os pares de pesos (X,Y) mostrados na Tabela 7.

280 A
260 -
240 A
220 A
200 -

180

Peso aos 12 meses

160

140 -

120 4

100

15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39
Peso ao nascer

Figura 1. Diagrama de dispersao dos dados da Tabela 7
Por meio da observacao da disposicdo dos pontos na Figura 1, conclui-se que parece haver

uma dependéncia (positiva) entre as variaveis, porque no conjunto, a medida que o peso
ao nascer aumenta, aumenta o peso aos 12 meses.
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Outras possibilidades:

()
280

Y
260 4 M

240

220 .

200 4 M

180 -

160 -

140 4

120 -

100

X

Figura 2. Diagrama de dispersao das varidveis X e Y
Observando-se o diagrama de dispersao da Figura 2, verifica-se que existe uma
dependéncia inversa (ou negativa) entre as varidveis, isto é aumentando X, Y diminui.

(b)

200 M

150 - .

100

X

Figura 3. Diagrama de dispersdo das varidveis X e Y

Do diagrama de dispersao da Figura 3, conclui-se que parece nao haver dependéncia entre
as duas variaveis.

A partir do apresentado, verifica-se que a representacdo grafica das varidveis quantitativas

ajuda muito a compreender o comportamento conjunto de duas varidveis quanto a
existéncia ou nao de associabilidade.
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13.4 Coeficiente de correlacao

Observada uma associacdo entre duas varidveis quantitativas é muito atil quantificar essa
associabilidade. Existem muitos tipos de associacdo (linear, quadratica, ctibica) e o tipo de
relacdo mais simples é a linear, onde é definido uma medida que julga o quanto a nuvem
de pontos do diagrama de dispersdao aproxima-se de uma reta. Essa medida é o
coeficiente de correlacdo, que assume valores entre -1 e 1, e serd tratada no ultimo
capitulo.

4. Distribuigao hipergeométrica

Para se obter uma férmula andloga aquela da distribuicdo binomial, aplicdvel a amostras
“sem reposicao”, caso em que os ensaios ndo sdo independentes, consideremos um
conjunto de N elementos, dos quais k elementos sdo considerados sucessos e (N - k) como
fracassos. Estaremos interessados, como na distribuigdo binomial, na probabilidade de se
obter x sucessos em n ensaios, mas agora estaremos escolhendo, “sem reposicdao”, n dos N
elementos contidos no conjunto.

n—Xx

k N—-k
Note que ha ( j maneiras de escolher x sucessos dentre k possibilidades e ( j
x

kY(N-k
maneiras de escolher (n - x) fracassos de (N - k) possibilidades e, portanto, ( j ( j

x)\n—x
maneiras de escolher x sucessos e (n - x) fracassos (principio fundamental da contagem).

N
Por outro lado, desde que ha ( j maneiras de escolher n dos N elementos do conjunto, e
n

assumindo que todas sdo igualmente provaveis (que é o que significa quando dizemos que
a selecdo é aleatoria), segue-se que a probabilidade de x sucessos em n ensaios é:

(k) (N ] kJ
x)\n—x
1) P(X=x)=—"—>——"=%
1) POY =90

n
Assim, para amostras “sem reposicdo”, a varidvel aleatéria nimero de sucessos (x) em n

ensaios, cuja funcdo de probabilidade é dada por (1), é definida ter distribuicao
hipergeométrica, com parametros n, N e k. A média e a variancia dessa distribuigao sao:

parax=0,1, .., n

E(X) =np, onde: p =k/N (proporc¢ao populacional de sucessos), e

Var(X) = npq [(N - n)/N - 1)]

Quando n/N é pequeno, isto é, quando n é muito pequeno em relagdo a N, o fator (N -
n)/N - 1) é proximo de 1, logo ndo ha diferenca pratica entre extragdo sem e com
reposicdo. Entdo, a distribuicdo hipergeométrica pode ser satisfatoriamente aproximada
pela binomial, com p =k/N e q = (N - k)/N.

Comparando estas duas distribuigdes, podemos verificar que a binomial tem o mérito de
simplicidade na férmula de probabilidade. Ela tem como parametro a fracdao p, enquanto
que a hipergeométrica requer o conhecimento de k e N individualmente.
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Exemplo 1. Em problemas de controle de qualidade, lotes com N elementos sdo
examinados. O numero de elementos com defeito (k) é desconhecido. Colhe-se uma
amostra de n elementos e determina-se o nimero de defeituosos na amostra (x). Como
ilustragdo, suponha que, num lote de N = 100 vacinas, k = 10 estejam estragadas.
Escolhendo-se n = 5 vacinas “sem reposicdo”, calcular a probabilidade de ndo se obter
vacinas estragadas (x = 0).

Solucao:

ol oll5)
P(X =x)=""2"X) = PX =0) =225 ) L sg4
N 100
n 5
Usando a aproximagdo binomial:

=— =0, q=P(E)=0,9

L3
N
5 0 5
PO =0)=| ~[0.109" =0,59

Exemplo 2. Suponha que em um lote com N = 20 animais existem k = 5 doentes.
Escolhendo-se 4 animais do lote ao acaso, isto é, uma amostra de n = 4 elementos, de
modo que a ordem dos elementos seja irrelevante, calcular a probabilidade de se obter x =
2 doentes na amostra.

Solucao:
Usando (1):
BEIE
P(X = 2) = 2(203 =L 1232055 = 0,22
4 164!

Sendo 4 doentes na amostra,

o)
PX=4)= AV 5 _g001

20)  4.845
4
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Usando a aproximacdo binomial:

k5 —
=P(D)=—=—"=0,25 =P(D)=0,75
p=P(D) ¥ 30 q=P(D)

I

P(X =2) jo,zs2 0,75 =0,21

\S}

I

P(X =4)

= (4} 0,25*0,75" = 0,0039
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14 VARIAVEIS ALEATORIAS MULTIDIMENSIONAIS

14.1 Distribuiciao conjunta

Na maioria das vezes, ao se descrever os resultados de um experimento, se atribui a um
mesmo ponto amostral os valores de duas ou mais varidveis aleatérias, indicando que os
conceitos apresentados estendem-se facilmente ao conjunto formado de um namero finito
de variaveis aleatérias. Porém, o desenvolvimento sera feito para varidveis aleatorias

discretas.

Exemplo 1. Supondo que estamos interessados em estudar a composicdo de familias de
bovinos com 3 crias, quanto ao sexo, definamos:

X = naimero de machos

1, se a primeira cria for macho

0, se a primeira cria for fémea

Z = namero de vezes que houver variacdo do sexo entre um nascimento e outro, dentro

de uma mesma familia.

Com estas informagdes, e supondo que as possiveis composi¢des tenham a mesma
probabilidade, obtém-se a Tabela 1, onde, por exemplo, o evento MFM indica que a

primeira cria é macho, a segunda é fémea e a terceira é macho.

Tabela 1

Eventos  Prob. X Y Z
MMM 1/8 3 1 0
MM F 1/8 2 1 1
M FM 1/8 2 1 2
F MM 1/8 2 0 1
MFF 1/8 1 1 1
FMF 1/8 1 0 2
FFM 1/8 1 0 1

FF F 1/8 0 0 0

Para cada uma das variaveis X, Y, Z, tém-se as respectivas distribui¢des de probabilidade.

Por exemplo:
X 0 1

2

3

px) | 1/8 3/8 3/8

y 0 1

P(y) /2 1/2

1/8
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A Tabela 2 apresenta as probabilidades associadas aos pares de valores das variaveis
aleatérias X e Y.

Tabela 2

ky) |00 (L0 L) @0 @1 G

p(xy) 1/8 2/8 1/8 1/8  2/8 1/8

Nesta tabela, p(x, y) = p(X =x, Y =y) denota a probabilidade do evento = (X=xeY =y).
A Tabela 2 é denominada distribuicdo conjunta de X e Y, que é uma distribuicdo
bidimensional, isto e, de duas varidveis. Neste caso, uma maneira mais comoda de
representar a distribuigdo conjunta é através de uma tabela de duas entradas (Tabela 3).

Tabela 3

X
Y 0 1 2 3 p(y)
0 1/8 2/8 1/8 0 1/2
1 0o 1/8 2/8 1/8 1/2
p(X) 1/8 3/8 3/8 1/8 1,0

14.2 Distribuicées marginais

Da Tabela 3, pode-se obter facilmente as distribuicdes de X e Y. A primeira e a dltima
colunas da tabela dao a distribuicdo de Y [y, p(y) = P(Y = y)], enquanto que a primeira e a
altima linhas da tabela dao a distribuigdo de X [x, p(x) = P(X = x)]. Estas
distribuicdes sdo chamadas distribui¢des marginais.

Observa-se, pelo exemplo, que:

PX=1)=PX=1Y=0)+P(X=1,Y=1)= 2/8+1/8 =3/8.
14.3 Variaveis aleatdrias independentes

Exemplo 2. Consideremos agora a distribuicdo conjunta das varidveis Y e Z, definidas no
exemplo 1. Da Tabela 1, obtém-se:
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Tabela 4

z

Y P(y)
0 1 2

0 1/8 2/8 1/8 |1/2

1 1/8 2/8 1/8 |1/2

Px) | 174 2/4 1/4 |1

P(Z=zY=y)
P(Y =y)
para quaisquer z=0,1,2 ey =0, 1. O que mostra que

Para essa tabela, observa-se que: P(Z=z/Y =y)= =P(Z=2)
P(Z=2zY=y)=P(Z=2z).P(X =Yy),

isto é, a probabilidade de cada casela é igual ao produto das respectivas probabilidades
marginais. Por exemplo:

P(Z=1,Y=1)=P(Z=1).P(Y=1)=2/4.1/2=1/4

Também é verdade que P(Y =y / Z = z) = P(Y =y) para todos os valores de Y e Z. Diz-se
que Y e Z sdo independentes.

Defini¢do. As varidveis X e Y, assumindo os valores X ,X,, .. e yi, V2, ..

respectivamente, sao independentes se, e somente se, para todo par de valores (x;, yi) de X
eY tém-se:

P(X=x;, Y = yi) = P(X = xi) . P(Y = y) (1)

Basta que (1) ndo se verifique para um par (x;, yi) para que X e Y ndo sejam independentes.
Neste caso, diz-se que X e Y sdo dependentes.

Essa defini¢do pode ser estendida para mais de duas varidveis aleatodrias.

14.4 Funcoes de variaveis aleatérias

Retomemos a Tabela 3, que d4 a distribuigdo conjunta das varidveis X e Y. A partir desta,
pode-se considerar, por exemplo, a varidvel aleatéria X + Y ou XY. A soma X +Y é
definida naturalmente: a cada resultado do experimento, ela associa a soma dos valores de

XeY,istoé, (X +Y)(w)=(X)(w)+ Y(w). Do mesmo modo, (XY)(w) = X(w).Y(w). Pode-se,
entdo, construir a Tabela 5.
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Tabela 5

k)

_ Ok Ok O Ov\<
NN N N

=
Ne—"

p(xi, yi)
1/8

0

2/8
1/8
1/8
2/8

0

1/8
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A partir desta tabela, obtém-se as distribuigdes de X + Y e XY, ilustradas nas Tabelas 6 e 7.

Tabela 6 Tabela 7
x+y 0O 1 2 3 4 Xy o 1 2 3
p(xty) | 1/8 2/8 2/8 2/8 1/8 p(xy) 4/8 1/8 2/8 1/8

Calculando as esperancgas das varidveis X e Y da Tabela 3, obtém-se:
E(XX)= > x,p(x;)=01/8+13/8+23/8+31/8=12/8=3/2=1,5
i=1

E(Y)= Y yp(y,)=01/2+11/2=1/2=05

Da Tabela 6, obtém-se:

n m

EXX+Y)= Z(Xi+Yj)p(Xi+yJ')

i=1 =1

E(X+Y)=01/8+1.2/8+22/8+32/8+41/8=16/8=2

[

Nota-se que E(X +Y) = E(X) + (Y).

Teorema 1. Se X é uma variavel aleatéria com valores x1, X, ... , xn € probabilidades p(x1),
p(x2), ... , p(xn), € Y é uma varidvel aleatéria com valores yi, y2, ... ,ym e probabilidades
p(y1), P(V2), ..., P(Yym) ese p(xi,yi) =p(X=x;, Y=yi),i=1,2,...,n; j=1,2,..., m, entdo:

E(XX +Y) =E(X) + E(Y)
Isto é sempre verdade, quer seja X e Y independentes ou ndo.

Da Tabela 7, obtém-se:
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n m

EXY)=> > x;y,p(x,y;)=04/8+11/8+22/8+31/8=8/8=1,0

|
Neste caso, observa-se que:

E(XY) =1,0#E(X) . E(Y) =1,5. 0,5, ou seja, de um modo geral, a esperanca
de um produto ndo é o produto das esperancas. No entanto,

Teorema 2. Se X e Y sdo variaveis aleatorias independentes, entdo:

E(XY) = E(X) . E(Y) )

n m

D WD RETEWAE WECO) RT0D

=l j=l

Isto pode ser mostrado a partir do exemplo 2 (Tabela 4), onde as varidveis aleatérias Y e Z
sdo independentes. Sendo

E(Z)=01/4+12/4+21/4=2/4+2/4=1,0

E(Y)=01/2+11/2=1/2
E(zY)=01/8+0.2/8+0.1/8+0.1/8+12/8+21/8=2/8+2/8=4/8=1/2
entdo, E(ZY)=E(Z) . E(Y)

A reciproca do Teorema 2 ndo é verdadeira, ou seja, a expressao (2) pode ser vélidae Xe 'Y
nao serem independentes. Este fato é mostrado por meio de um exemplo.

Exemplo 3. Sejam X e Y variaveis aleatorias com a seguinte distribuigdo conjunta:

Tabela 8

X
Y 0 1 2 p(y)
1 3/20 3/20 2/20 |8/20
2 1/20 1/20 2/20 |4/20
3 4/20 1/20 3/20 |8/20

p(x) |8/20 5/20 7/20 [1,0

Observe que X e Y ndo sdo independentes, pois:
PX=0,Y=1)=3/202P(X=0).P(Y=1)=8/20.8/20 = 4/25. No entanto,

tém-se que:
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E(X)=0.8/20+1.5/20+2.7/20=0,95
E(Y)=1.8/20+2.4/20+3.8/20 = 2,00
E(XY)=0.3/20+1.3/20+2.2/20+0.1/20+2.1/20 +4.2/20 + +
0.4/20+3.1/20+6.3/20=38/20=1,9

logo, E(XY) = E(X) . E(Y)
1,9 =2,0.095=1,9

Obs.: (1) havendo um nimero finito de variaveis aleatérias X1, Xo, ..., Xn, entdo:
E(X1+ X2+ ...+ Xn) =E(X1) + E(X2) + ... + E(Xn)

(2) e se X1, Xz, ... ,Xn sd0 variaveis aleatorias independentes, entao:

E(X1.X2. . Xn) =E (X2) . E(X) . ... . E(Xa)

14.5 Covariancia de duas variaveis aleatorias

Serd considerada agora uma medida numérica da variacdo conjunta de duas varidveis
aleatorias.

Definicdo. Se X e Y sdo duas variaveis aleatorias, a covariancia de X e Y é definida por
Cov(X,Y) = E{[X - EX)].[Y - E(Y)]}, (3)

ou seja, o valor médio do produto dos desvios de X e Y em relacdo as suas respectivas
médias.

Intuitivamente, pode-se dizer que X e Y variam na mesma direcdo se a probabilidade é
alta que pequenos (grandes) valores de X estdo associados com pequenos (grandes)
valores de Y. Nesse caso, ambos os valores dos desvios [X - E(X)] e [Y - E(Y)] sdo positivos
ou negativos com uma probabilidade alta, tal que o produto [X - E(X)].[Y - E(Y)] é
predominantemente positivo. Consequentemente, o valor esperado do produto é positivo
e alto. Por outro lado, se X e Y tendem a variar em dire¢des opostas, valores positivos de
[X - E(X)] estdo mais frequentemente associados com valores negativos de [Y - E(Y)] e
vice-versa. O produto é entdo predominantemente negativo e o valor esperado é negativo.
Neste sentido, o sinal e a magnitude de [X - E(X)].[Y - E(Y)] refletem, respectivamente, a
direcdo e a intensidade da relagdo linear entre X e Y, de modo que a covaridncia pode ser
positiva ou negativa e teoricamente pode variar de -0 a +oo.

Suponha que X assuma os valores xi, ..., xn € Y os valores y1, ..., ym, € que P(X =xi, Y =yj))
= p(xi, yj)- Entao, Cov(X,Y) pode ser escrita como:

Cov(X,Y) = 3" Dlx,— ECOIly, - E(M)] p(x,.7,)

=l j=l
A primeira férmula (3) pode ser escrita de uma forma mais simples:

Cov(X,Y) = E [XY - X. E(Y) - Y. E(X) + E(X) . E(Y)]
= E(XY) - E(X) . E(Y) - E(Y) . E(X) + E(X) . E(Y), ou seja,
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Cov(X,Y) = E(XY) - E(X) . E(Y)

Exemplo 4. Para as variadveis aleatorias X e Y da Tabela 3, obteve-se:

EX)=15 E(Y)=05 e EXY)=10,

de modo que Cov(X,Y)=1,0-(1,5)(0,5) =0,25

Defini¢dao. Quando Cov(X,Y) = 0, diz-se que X e Y sdao nao-correlacionadas.

Exemplo 5. Considerando a distribui¢do conjunta de X e Y dada no exemplo 3 (Tabela 8):
E(X) =0,95 E(Y) =2,00 E(XY) =1,90

logo, Cov(X,Y) =1,90 - (0,95)(2,00) =0

Exemplo 6. Retornemos a Tabela 4, onde foi verificado que as varidveis aleatérias Y e Z
sdo independentes.

E(Z)=1,0 E(Y)=1/2 E(YZ) =E(Z).E(Y)=1/2
logo, Cov(Y, Z) = E(YZ) -E(Y) .E(Z)=1/2-1.1/2=0

Proposicao 1. Se X e X Y sdo duas variaveis aleatérias independentes, entdo E(X.Y) =
E(X).E(Y) e Cov(X,Y) =0.

De outro modo, se X e Y sdo independentes, isto implica X e Y nao-
correlacionadas. A reciproca ndo é verdadeira, isto é, Cov(X,Y) = 0 ndo implica X e Y
independentes. De fato, para as varidveis aleatdérias X e Y do exemplo 3 (Tabela 8),

Cov(X,Y) = 0, mas como foi verificado, X e Y ndo sao independentes.

Teorema 3. Para as duas variaveis aleatdrias X e Y, escrevendo Z = X + Y, sempre temos
Mz =Hx tHy,¢€

Var(X+Y) = Var(Z) = E(Z - p,)* =E[(X —py) + (Y —py I
= E[(X—px)” + (Y =py)” +2(X =y )(Y =y )]
= Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)
Do mesmo modo obtemos a varidncia da diferenca de duas variaveis, isto é,
Var(X -Y) = Var(X) + Var(Y) - 2Cov(X,Y); e
(c) Se X e Y sdo independentes, entdo:

Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y)
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As relagdes (a) e (b) podem ser generalizadas para mais de duas varidveis aleatérias. Em
particular, se X1, Xz, ..., Xn sdo varidveis aleatdrias independentes, entao

Var(X1£ ...+ Xn) = Var( X1) + ... + Var( Xa)

A covariancia isoladamente nao é conveniente como uma medida da relacao entre duas
varidveis. Ela depende da unidade na qual X e Y sao medidos. Se estivermos estudando a
dependéncia entre as varidveis X: peso do pai em kg e Y: peso do filho em kg, ao
calcularmos a covariancia, teremos uma medida ao quadrado (kg?). Além disso, o
campo de variagdo é muito amplo, isto é,

-0 < Cov (X, Y) < +oo. Assim, como uma medida de relagdo linear que nao depende de
qualquer espécie de unidade, sera considerado um indice chamado coeficiente de
correlacdo linear ou simplesmente coeficiente de correlacao.

Definic¢do. O coeficiente de correlacdo de X e Y é definido por:

Cov(X,Y)
pPX,Y)=—————=
o(X). o(Y)
Exemplo 7. (a) Para as variaveis X e Y do exemplo 3 (Tabela 8), Cov (X, Y) = = 0.

Portanto, p(X,Y) =0.

(b) Para as variaveis X e Y do exemplo 1 ( Tabela 3 ) tém-se:

Cov (X,Y) = 0,25 E(X) =3/2

Var(X) = Z[Xi -EX)I p(x;)

= (6 ~3/2)2.1/8 + (1-3/2)2.3/8 + (2-3/2)2.3/8 + (3 -3/2)2.1/8 = 0,75

E(Y)=1/2

Var(Y) = Y [y; —E(Y)I’p(y;) =(0-1/2)2.1/2+(1-1/2)2.1/2=0,75
i

0,25

1 , , =
o8° PLLY) 1/(0,75)(0,25)

O coeficiente de correlacio é uma quantidade adimensional e tem as seguintes
propriedades:

=0,58

i) p(X,Y) =p(Y,X)
i)-1< p (X,Y)<1
iii) p (X, X) =1 p (X-X)=-1
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Quando p(X,Y) = £1, existe uma correlacdo perfeita entre X e Y, isto é, Y = a + bX; se p(X,Y)
=1,b>0, ese p(XY)=-1,b<0. O grau de associacdo linear entre X e Y varia a medida
que p(X,Y) varia entre -1 e +1.
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